POLITECHNIKA POZNANSKA
WYDZIAL INZYNIERII MECHANICZNEJ

Belki na podlozu sprezystym o zmiennych wlasciwosciach

mgr inz. Iwona Wstawska

Promotor rozprawy:

prof. dr hab. inz. Krzysztof Magnucki

Poznan 2020



Podziekowania

Dzigkuje mojemu Promotorowi, prof. dr hab. inz. Krzysztofowi Magnuckiemu,
za poswiecony czas, pPOmMOC Oraz cenne uwagi zwigzane z niniejsza rozprawa doktorska,
a takze za wsparcie 1 wyrozumiato$¢.

Dzig¢kuje takze promotorowi pomocniczemu, dr inz. Piotrowi K¢dzi, za wyjasnienie wielu
kwestii naukowych, pomoc, poswiecony czas, a przede wszystkim za zyczliwosé
I serdecznos¢.

Sktadam rowniez serdeczne podzigkowania dla wszystkich pracownikow Zaktadu
Wytrzymatosci Materiatow 1 Konstrukcji Politechniki Poznanskiej, ktorzy przyczynili si¢
do powstania niniejszej pracy.

Szczegblne podzigkowania sktadam mojej mamie oraz przyjaciotom, bez ich wsparcia

ta praca by nie powstala.



Spis tresci

SHIESZCZEIUIE .uvevvviiettetetcit ettt a bbbt 4
AADSTIACE ..ttt 5
Wykaz wazniejSzych OZNACZEN ......ccuiviiiiiiiiicicc s 6
WSTEPD vttt 7
1. Prze@lad HEEIaturY.....coccuiiiiciiiiiciciicceie e 7
1.1. Modele konstrukcji na podiozu SPLEZYStYM .....ccucuviiuiieiiiiiiiiiiicieisiieeisiseeiceeees e 7
1.2. Belki jednorodne na podiozu SPreZystym ... 11
1.3. Belki trojwarstwowe na podiozu SPIEZYSTYM ...cuiuiiiiiiiiiiiiiiiiiciic e 20
2. Cel 1 ZAKIES PLACY.c.viiiiiiiiiiiiiiiit s 35
GIOWNE tEZY FOZPIAWY ...ttt saes 35
3. Badania analityCzne ......c.cviiueiiiiiciiiiicee e 37
3.1. Belki jednorodne na podlozu sprezyStym ... 37
3.2. Belki tréjwarstwowe na podlozu Sprezystym ... 52
4. Badania NUMEIYCZNE .....ccvuiviiiiiiiiiiciiiic bbb 85
4.1. Belki jednorodne na podlozu SPLEZYSTYIM ..c.cuvviiecieiriiecicirieetreeeees e 85
4.2. Belki tréjwarstwowe na podloZu SPLEZYSIYIN .....viucuiiieiiciriieierriieeieieiesee e seesesennes 97
Podsumowanie 1 Wnioski KONCOWE........couviiiiiiiiiiiiiiiiiiic s 130
Kierunki dalszych Badan ... 131
SPIS TYSUNKOW 1.t 132
SPIS TADEL....ieiii e 140
LAEIAULA .ottt 155



Streszczenie

Problemy dotyczace wspolpracy podtoza i spoczywajacych na nim konstrukcji stanowig istotny
aspekt analizy wytrzymato$ciowej. Badania dotyczace m.in. wyboczenia belek na podtozu sprezystym
zostaty przeprowadzone przez wielu autorow. W literaturze Swiatowej mozna znalez¢ kilka, a nawet
kilkanascie modeli matematycznych opisujacych zachowanie si¢ belek na podlozu sprezystym.
Niemniej jednak wickszos¢ modeli jest zbyt skomplikowanych aby mogly by¢ one stosowane
w prostych zagadnieniach inzynierskich. Klasyfikacja modeli podioza sprgzystego zostata w niniejszej
pracy przedstawiona w pozycjach [1-4, 39].

W pracy przedstawiono matematyczng analize stabilnosci belek jednorodnych i trojwarstwowych
na podlozu sprezystym o zmiennych wlasciwosciach geometrycznych podloza, podpartych
przegubowo. Model analityczny dotyczyt belek poddanych $ciskaniu w plaszczyznach osiowych.
Zatozono funkcje okreslajaca ksztatt podtoza sprezystego. Ponadto zatozono oryginalng funkcje
ugiecia. Wyznaczono wzor na site krytycznag $ciskanej belki jedno- i trjwarstwowej, a takze
dokonano przykltadowych obliczen. Dokonano analizy porownawczej wynikéw dla belek
jednorodnych i trojwarstwowych na podtozu sprezystym.

Dopetnieniem prowadzonych badan sg wyniki obliczen modeli belek przy uzyciu metody
elementéw skonczonych w programie SolidWorks. Wyznaczono numeryczne wartosci obcigzen
krytycznych dla wybranych rodzin belek. Analiza poréwnawcza dotyczyta wynikoéw otrzymanych
metodami analitycznymi i numerycznymi.

Whioski koncowe zawarte w podsumowaniu pracy tworza praktyczny obraz charakterystyki
analizowanych belek, a cato$¢ podjetych badan stanowi istotne uzupelnienie ciagle podejmowanej

problematyki stabilnosci belek na podtozu sprezystym.



Abstract

The construction-foundation interaction problems are an important aspect of strength analysis.
Research related inter alia buckling of beams on an elastic foundation have been conducted by various
amount of authors. Several or over a dozen analytical models of beams resting on an elastic foundation
can be found in the literature. However, many of them are so complex that it limits their practical
applications in simple engineering problems. Classification of elastic foundation models has been
presented in this work in [1-4, 39].

The work presents a mathematical analysis of stability of homogeneous and three-layered simply
supported beams on an elastic foundation with variable geometrical properties of the foundation.
The analytical model concerned the beams subjected to compression in axial planes. The function
which determined the shape of the elastic foundation was assumed. In addition, original function
of deflection was assumed. The formula for critical load for compressed homogeneous and three-
layered beam was determined, as well as sample analytical values were performed. A comparative
analysis of the results for homogeneous and three-layered beams on an elastic foundation
was conducted.

The results of calculations of models of beams with the use of finite element method in SolidWorks
software are the supplement of the research. Numerical values of critical loads for selected families
of beams were determined. A comparative analysis concerned the results obtained by analytical
and numerical methods.

The final conclusions included in the summary of the work create a practical image
of the characteristic of analyzed beams and all the research is an important supplement

to the constantly undertaken issue of the stability of beams on an elastic foundation.



Wykaz wazniejszych oznaczen

El; — sztywnos¢ na zginanie,
Fo — sita $ciskajaca,
L — dlugosé belki,
gr(X) — intensywno$¢ obcigzenia — reakcja podloza sprezystego,
c(x) — funkcja opisujgca ksztatt podtoza sprezystego (funkcja ksztattu),
V(X) — ugigcie belki,
Va — amplituda ugiecia belki,
¥ — bezwymiarowa wartos$¢ ugiecia belki,
m, n — parametry funkcji ugiecia belki (liczby naturalne),
k — parametr ksztaltu funkcji c(x),
ci/co  — amplitudy funkcji c(x),
Co — maksymalna wartos$¢ reakcji podtoza
¢ — bezwymiarowa dtugosc¢ belki

¢; — bezwymiarowa warto$¢ amplitudy funkcji c(X),
Focr — obciazenie krytyczne,
F, — bezwymiarowa warto$¢ obcigzenia
ocr — napre¢zenie krytyczne,

Feuer — sita krytyczna Eulera,

A — pole przekroju poprzecznego belki,

b — szeroko$¢ belki,

I, — moment bezwtadnosci przekroju poprzecznego belki na zginanie,
p — parametr przesunigcia funkcji c(x),

E — modut Younga dla belki jednorodnej,
Ec — modut Younga rdzenia dla belki tréjwarstwowe;j,

Er — modut Younga oktadziny dla belki trojwarstwowe;j,

tc — grubos¢ rdzenia w belce trojwarstwowe;j,

tr  — grubos$¢ oktadziny w belce trojwarstwowe;j,
u(x,y,t) — przemieszczenie wzdtuzne rdzenia,
us(x,t) — przemieszczenie wzdtuzne oktadziny,
i — przemieszczenie bezwymiarowe,
yxy — kat odksztatcenia postaciowego dla belki tréjwarstwowej,
ex — odksztalcenie liniowe w belce trojwarstwowe;j,
u™ " — energia odksztatcenia sprezystego oktadziny gornej,
U  — energia odksztalcenia sprezystego rdzenia,

&
ud™"  — energia odksztalcenia sprezystego oktadziny dolnej,
UY)  — energia odksztalcenia sprezystego okladziny gornej i dolnej,
T — energia kinetyczna dla belki trojwarstwowej,
W  — praca obcigzenia dla belki trojwarstwowe;j,
xf — stosunek grubosci oktadziny do grubosci rdzenia w belce trojwarstwowe;j,
er — stosunek modutu Younga oktadziny do modutu Younga rdzenia w belce

trojwarstwowej
vor — stosunek gestosci oktadziny do gestosci rdzenia w belce trojwarstwowej
A — stosunek dhugosci belki do grubo$ci rdzenia w belce tréjwarstwowej

a. — stosunek amplitudy ¢y do modutu Younga rdzenia w belce trojwarstwowej
Gc — modut Kirchhoffa rdzenia w belce trojwarstwowe;j,

ve — wspdlezynnik Poissona rdzenia w belce trojwarstwowej,

Q. — gestos¢ rdzenia w belce trojwarstwowe;j,

Qr — gestos¢ okladziny w belce trojwarstwowe;.
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1. Przeglad literatury
1.1. Modele konstrukcji na podtozu sprezystym

Belki sa podstawowymi czeSciami, ktore sa stosowane w roznych konstrukcjach. Zgodnie
Z definicja, sa dtugimi pretami, poddawanymi gtownie zginaniu. Moga réwniez by¢ poddane $cinaniu,
skrecaniu, a takze osiowemu S$ciskaniu. Bardzo waznym zagadnieniem w projektowaniu belek
jest ich interakcja z podtozem, na ktorym spoczywaja. Ma to znaczenie zwlaszcza w przypadku
nawierzchni drogowych, kolejowych i lotniskowych, ktore obciazone sa nie tylko sitami statycznymi,
ale i dynamicznymi. W literaturze §wiatowej opisano Kilka modeli analitycznych belek na podtozu
sprezystym. Wiele z nich jest jednak tak skomplikowanych, Ze ogranicza to ich praktyczne
zastosowanie. Dzigki temu, duzg popularno$cia nadal ciesza si¢ proste, cho¢ zmodyfikowane modele
tychze elementéw. Do modeli tych zaliczamy jednoparametrowy model Winklera, modele
dwuparametrowe, trojparametrowe, a takze sprezyste modele ciagte.

Model Winklera jest najprostszym opisem zachowania sprezystego podloza. Po raz pierwszy
przedstawiono go w roku 1867. W modelu tym zaklada sie, ze przemieszczenie dowolnego punktu
powierzchni podloza jest niezalezne od przemieszczen innych punktow oraz, ze oddzialywanie
podtoza w wybranym punkcie powierzchni jest proporcjonalne do przemieszczenia.

Model ten zawiera nast¢pujace zatozenia upraszczajace:

* miedzy podlozem a spoczywajaca na nim belka nie wystepuja sity tarcia;

= wiezy taczace belke z podlozem przenosza zaréwno rozciaganie, jak i $ciskanie;

= przemieszczenie dowolnego punktu podtoza jest niezalezne od przemieszczen innych jego punktéw

(fizycznym modelem podtoza jest uktad nieskonczenie wielu sprezyn — rys. 1).

q
/

sprezyny

SARRREE

Rys. 1. Jednoparametrowy model Winklera
Zalezno$¢ miedzy ugigciem w i cisnieniem (tzw. odporem) podioza p mozna zapisac nastepujaco:
p(x,y) = kw(x,y), 1)

gdzie k [%] — wspotczynnik sprezystosci podtoza.

W przypadku uogélnionego modelu podtoza Winklera, oprocz reakcji pionowej, wystepuja reakcje

poziome podtoza sprezystego.



Modele dwuparametrowe [1-4, 39]:

Model Filonenki-Borodicha: Model ten sformutowano z uwzglgdnieniem cigglosci pomig¢dzy

poszczegblnymi sprezynami. Ciagglos$¢ ta uzyskano poprzez potaczenie gérnych koncéw sprezyn
z cienka, sprezysta membrang o stalej warto$ci naprezen T. Oddzialywanie elementow sprezynowych
w modelu scharakteryzowane jest wigc poprzez intensywno$¢ naprezenia T w membranie. Model

(w zagadnieniu przestrzennym) mozna wyrazi¢ matematycznie nastgpujagcym rownaniem:

p(x, }’) = kv(x' J/) - TVZW(X' }’); (2)

dla podtoza prostokatnego lub kotowego oraz

d*w

p(ny) =kv(x;}’)—Tw(x'Y), (3)

dla pasma podloza, gdzie V2 jest operatorem Laplace’a w przestrzeni dwuwymiarowej réwnym
9% | 9% . . . .
Wz + 22" natomiast T jest sita rozciggajaca membrang.

Model Vlaslova-Leontieva: Dwuparametrowy model podtoza, w ktérym pierwszy parametr zwigzany

jest ze sztywnos$cig sprezyny pionowej, a drugi zostal wprowadzony w celu uwzglednienia zalezno$ci
liniowej pomiedzy sprezynami. Drugi parametr pozwala ponadto na uwzglednienie wptywu podtoza
po obu stronach belki.

Model Pasternaka: Model ten sformutowano =z uwzglgdnieniem zalozenia, ze pomigdzy

poszczegolnymi sprezynami zachodzi $cinanie. Efekt ten uzyskuje si¢ poprzez potaczenie koncow
sprezyn z belka lub ptyta, ktora podlega tylko odksztalceniom poprzecznym. Model Pasternaka
stanowi czula na $cinanie warstwa utozona na spr¢zynach Winklera. Parametrami podioza s3: stata k
oraz modut $cinania G. Cigglo$¢ modelu zagwarantowana jest poprzez uwzglednienie warstwy
$cinajacej. Model Pasternaka mozna porowna¢ z modelem Filonenki-Borodicha (statg T zastgpiono

stata G). Matematycznie model zapisa¢ mozna nastepujaco:

p(x, )’) = kW(x' Y) - GVZW(X' }’)' (4)

gdzie G jest modutem $cinania w warstwie §cinajacej i wynosi G = PTerEey

Model Pasternaka w przestrzeni jednowymiarowej mozna zapisaé nastepujaco:

d?w(x)
dx?

p(x) = kw(x) - G (®)

Do modeli dwuparametrowych, oprocz przedstawionych powyzej, mozna zaliczy¢ rowniez model

Wiegharda, Switki czy Murawskiego [4].



Modele tréjparametrowe [1-4, 39]:

Model Heteneyi’a: Model ten stanowi pewnego rodzaju kompromis pomigedzy dwoma skrajnymi
podejsciami dotyczacymi podioza sprezystego, a mianowicie modelem Winklera i izotropowymi
modelami cigglymi. W modelu tym, oddzialywanie ze soba poszczegdlnych sprezyn odbywa
si¢ poprzez dotaczong do uktadu sprezysta belke lub plyte, ktora ulega wylacznie zginaniu.
Matematyczny opis jest nastepujacy:

p(x' J/) = kW(x, }’) - DVZW(X, }’)' (6)

gdzie D jest sztywnoS$cia na zginanie sprezystej ptyty i wynosi

3
_ Ephy
12(1- 1, ?)
. a* | o* 94 . s . .
natomiast 7* = ﬁ+ﬁ+ ZW' p jest warto$cig ciSnienia na styku ptyta-sprezyny, E, 1 w,

sg odpowiednio modutem Younga i wspétczynnikiem Poissona dla plyty, a h,, jest gruboscia plyty.

Model Heteneyi’a w przestrzeni jednowymiarowej jest nastepujacy:

d*w(x)
dx*

p(x) = kw(x) + EI (7

Belka lub ptyta stanowigca element modelu zagtebia si¢ w podtozu sprezystym. W tym przypadku
model Hetenyi’a nalezy opisa¢ trzema parametrami: sztywnosciag na zginanie ptyty lub belki
oraz dwoma wspotczynnikami sprezystosci.

Model Kerra: W modelu tym warstwa $cinajaca wprowadzana jest do podtoza Winklera w taki
sposob, ze sprezyny znajduja sie¢ zaréwno nad, jak i pod nig. W zaleznos$ci od utozenia, sprezyny
posiadaja rézne wilasciwosci (rézne state sprezyny). Model Kerra sktada si¢ z dwoch warstw
sprezystych (gérna warstwa — podtoze Winklera, dolna warstwa — podtoze Pasternaka) potagczonych

warstwa $cinajaca o jednostkowej grubosci. Matematycznie model jest nastepujacy:

k, G _, 5
p=(1+k—1)=k—1v q+ kyw — GVew, (8)

gdzie k; jest stalg sprezyny dla pierwszej warstwy, k, — stalg sprezyny dla drugiej warstwy, a w jest
ugieciem warstwy pierwsze;j.
Ugigcie catkowite podtoza jest rowne sumie ugie¢ poszczegdlnych warstw (W = wy + wy).

Model Reissnera: Model jest wynikiem rozwoju badan dotyczacych podtozy trojparametrowych.

Stanowi on uogdlnienie modeli dwuparametrowych. Trzeci parametr zostal dodany celem uczynienia

modelu bardziej realistycznego i praktycznego.



Ponadto w literaturze znalez¢ mozna nast¢pujace modele: sprezysto-plastyczny model Rhines’a
oraz model Starzewskiego. W przypadku sprezystych modeli ciagtych wyrézni¢c mozna: model
izotropowy, model anizotropowy, model niejednorodny, a takze model warstwowy.

Modele podtoza mozna réwniez podzieli¢ ze wzgledu na kryterium fizyczne. Wedhug tego
zatozenia mozna wyr6znic modele liniowo-sprezyste, nieliniowo-sprezyste, lepkosprezyste,

sprezysto-plastyczne, a takze modele lepkospregzysto-plastyczne [1].
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1.2. Belki jednorodne na podtozu sprezystym

Belki na poditozu sprezystym znalazly zastosowanie przy projektowaniu réznego rodzaju
konstrukcji, m.in. budynkéw, linii kolejowych, autostrad. W praktyce inzynierskiej, poza belkami
podpartymi punktowo, spotykamy réwniez belki podparte na catej swojej dtugosci na podtozu
gruntowym. Przyktadami takich belek sa np. tawy fundamentowe. Rowniez szyny kolejowe moga by¢
w przyblizeniu traktowane jak belki ciagle, gdyz sg podparte punktowo, ale na duzej liczbie podpor
rozmieszczonych w niewielkich odstgpach w stosunku do swojej dlugosci. Chcac wyznaczy¢ sity
przekrojowe i ugiecia nalezy uwzgledni¢ wspotdziatanie belki i podioza.

Zagadnienia statecznos$ci konstrukcji majg istotne znaczenie w ich projektowaniu. Jedng z form
utraty statecznos$ci jest wyboczenie, ktore stanowi duzy problem, zwlaszcza w przypadku elementow
spoczywajacych na podtozu sprezystym. Wyboczeniem konstrukcji $ciskanej sita osiowa nazywamy
jej nagte wygiecie w kierunku prostopadtym do osi podtuznej, zas$ sitg krytyczna nazywamy site, przy
ktorej nastepuje jej wyboczenie. Wyboczenie sztywnej belki na podtozu sprezystym zostato zbadane
m. in. przez Zhanga i innych [5]. Zaprezentowano model analityczny, ktory pozwolit na obliczenie
warto$ci obcigzen Krytycznych. Belka zostala usztywniona poprzecznie za pomocg sprezyny
translacyjnej o sztywnos$ci kg (utwierdzenie przegubowe na obu koncach belki). Obliczen dokonano
dla zmiennych parametrow, m.in. dla réznego potozenia sprezyny oraz roznych jej sztywnosci.
Obcigzenie belki zmieniato si¢ wraz ze zmiang sztywno$ci sprezyny oraz jej odleglosci od podpor.
Ponadto zauwazono, ze wraz ze zwigkszaniem si¢ dtugosci belki, wptyw jej sztywnoS$ci na charakter
wyboczenia jest pomijalny. Analiza powyboczeniowa obcigzonej 0Siowo sprezystej belki,
spoczywajacej na liniowym podtozu sprezystym, przedstawiona zostata w pracy [6]. Badania
analityczne wykazaty, ze posta¢ wyboczenia zalezna byta od wartoSci bezwymiarowego
wspotczynnika podloza k (sztywno$¢ podtoza Winklera). Analiza termomechaniczna zjawiska
wyboczenia belek typu FE (functionally graded) na nieliniowym podtozu sprezystym sformutowana
zostata przez Fallaha i Aghdama [7]. W pracy wykorzystano proste rownania analityczne opisujace
wyboczenie opisywanego elementu. Wyniki przedstawionych badan byly zgodne z tymi
przedstawionymi w literaturze. Wyboczenie belki osadzonej na podtozu sprezystym i obcigzonej sitg
punktowa zbadali Hung i Chen [8]. Analiza wykazala, ze zachowanie si¢ belki pod obcigzeniem
jej sita punktowa zalezy od sztywnosci podtoza, a takze dlugoSci o jaka skroci sie ugieta belka.
Yas i Samadi [9] réwniez zajeli sie problemem wyboczenia belek na podtozu sprezystym. Belki
kompozytowe zostaly wzmocnione wioknami weglowymi. Wyznaczono wartoSci obcigzen
krytycznych dla roznych warunkéw brzegowych. Ponadto zbadano wplyw m.in. udziatu
objetosciowego wiokien weglowych, sztywnosci podloza oraz warunkéw brzegowych na postac
wyboczenia belki. Kolejne badania przeprowadzone zostaty w pracy [10]. Zbadano wyboczenie belki
typu FE spoczywajacej na nieliniowym podlozu sprezystym. Szczegélowo okreslono wplyw

m.in. imperfekcji geometrycznych, parametrow podioza, sity osiowej, reakcji podpér, a takze
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niejednorodno$ci materiatu  belki na posta¢c wyboczenia oraz warto$ci obcigzen. Wraz
ze zwigkszaniem sie sztywnosci podloza nieliniowego zwigkszalo si¢ wyboczenie badanego elementu.
Ponadto na wartosci obcigzen wptyw miaty rowniez imperfekcje geometryczne. Analiza dynamiczna
wyboczenia podgrzanej i $ciskanej belki spoczywajacej na nieliniowym podtozu sprezystym zostata
sformutowana przez Ghiasiana i innych [11]. Wtasciwo$ci materiatu belki zmieniaty si¢ wzdhuz
jej grubosci i byly zalezne od temperatury. Badanym podtozem byto nieliniowe podtoze
trojparametrowe, ktore podatne byto zardéwno na rozciaganie jak i $ciskanie. Przeprowadzona analiza
pozwolita stwierdzi¢, ze w badanym zakresie $ciezki rownowagi po wyboczeniu belki cechowaty sig
stabilnos$cig. Wyboczenie belki na czgsciowo nieliniowym podtozu opisali Zhang i Murphy [12].
Analiza wykazata, ze dzieki zastosowaniu symetrycznego podtoza nieliniowego mozna otrzymac
stabilne formy wyboczenia. Rozwigzanie analityczne zwigzane z wyboczeniem belek kompozytowych
wzmocnionych nanorurkami weglowymi przedstawiono w pracy [13]. Badana belka spoczywata
na podtozu sprezystym Pasternaka, zbudowanym z warstwy S$cinajacej oraz sprezyn Winklera.
Zastosowano rozne teorie zwigzane z odksztalceniem belki. Otrzymano podobne wyniki, z wyjatkiem
tych dotyczacych naprezen stycznych. Stwierdzono ponadto, Ze teorie §cinania wyzszych rzedow
sg bardziej odpowiednie do przewidywania i obliczania warto$ci naprezen stycznych. Zaktadana
W teorii wyzszego rzedu nieliniowa deformacja przekroju wydaje si¢ by¢ bardziej odpowiednia
dla materiatow kompozytowych niz liniowa w teorii pierwszego rzedu. Ponadto wartos$ci obcigzenia
krytycznego zwickszaty si¢ wraz ze wzrostem sztywnos$ci sprezyn. Belka o zmiennych warto$ciach
modulu Younga, wspdlczynnika Poissona oraz gesto$ci masowej zbadana zostata przez Niknama
i innych [14]. Analiza zwigzana z wyboczeniem konstrukcji pozwolita stwierdzi¢ duzg zgodnosé
pomiedzy poszczegdlnymi wynikami (wartoéci obcigzenia). Drobne roznice wynikaly ze zmiennej
wartosci wspotczynnika Poissona. Na wyboczenie belki najwiekszy wptyw miaty parametry podtoza
sprezystego, a przede wszystkim warto$¢ wspotczynnika scinania. Kolejna termomechaniczna analiza
anizotropowych laminowanych belek o r6znych warunkach brzegowych, spoczywajacych na réznych
rodzajach dwuparametrowych elastycznych podtozy zostata sformutowana przez Li i Qiao [15].
Materiat kazdej warstwy badanej belki byt liniowo-sprezysty, a ponadto wzmocniony widknami.
Cato$¢ poddawana byta rownomiernemu wzrostowi temperatury. Wykazano, ze zwigkszenie warto$ci
stosunku dtugosci do grubosci belki oraz zmniejszenie sztywno$ci podtoza znacznie obniza $ciezki
powyboczeniowe (Sciezki rownowagi statycznej). Analiza numeryczna wykazata ponadto, ze warunki
brzegowe, sztywnos$¢ podloza oraz poczatkowe ugiecie wywotane przytozonym momentem gnacym
wplywaja na zachowanie si¢ konstrukcji w trakcie, jak i po wyboczeniu. Minimalne wartosci
obcigzenia oraz posta¢ wyboczenia w belkach na podtozu spr¢zystym przeanalizowat Griffiths [16].
Zhang i inni [17] przedstawili model Hencky’ego dla niejednorodnych belek na elastycznie zmiennym
podtozu. Model ten ma praktyczne znaczenie ze wzgledu na fakt, ze nie trzeba wprowadzaé
w nim zadnych fikcyjnych wiezéw. Ponadto warto$ci sity, drgan itp. mozna obliczy¢ stosujgc zestaw

prostych réwnan algebraicznych, zamiast rownan rézniczkowych. Na podstawie warto§ci momentu
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gnacego, sily tnacej oraz ugigcia wyliczy¢ mozna sztywnos¢ sprezyn oraz podloza. Z przedstawionej
przez autorow analizy wynika, ze parametr dlugosci podloza gL ma znaczacy wpltyw na postaé
wyboczenia, natomiast zmiana sztywnos$ci podtoza nie wptywa na wyboczenie struktury. Wyboczenie
elastycznych belek osadzonych na ziarnistym podtozu zostato zbadane w pracy [18]. Analizie zostaly
poddane belki o zmiennych wartosciach sztywnos$ci na zginanie, dlugosci oraz réoznych warunkach
brzegowych. Modelem fizycznym podloza byt uktad sprezyn o stalej zmieniajacej si¢ w sposob
liniowy w stosunku do glgbokosci ziaren. Zauwazono, ze sztywno$¢ ziarnistego podtoza zwigkszata
si¢ liniowo w stosunku do glebokosci. Ponadto wyznaczono formy wyboczenia dla réznych zatozen
poczatkowych. Deng i inni w swojej pracy [19] skupili si¢ na analizie wyboczenia belki spoczywajacej
na dwustopniowym, sprezystym podiozu Pasternaka-Winklera. Uktad dwoch belek na sprezystym
podtozu obcigzony byt sita osiowa N. Warstwa Winklera, znajdujaca si¢ pomigdzy dwiema belkami,
reprezentowana byta przez uktad sprezyn naciggowych, ktérych sztywnos$¢ na jednostke dlugosci
wynosita k. Podtoze sprezyste bylo wigc wykonane z dwoch warstw: warstwy Winklera i warstwy
Scinajgcej. Belki miaty taka samg dtugo$¢ L, szerokos¢ b oraz grubos¢ h. Wiasciwosci materiatowe,
takie jak modut Younga, modut $cinania, wspotczynnik Poissona oraz gestos¢ masowa roOwniez miaty
takie same wartosci. Badania wykazaly, ze sztywnos$¢ warstwy taczacej oba podtoza miata znaczacy
wplyw na obciazenia krytyczne, ktorych warto§¢ zmniejszata sie wraz ze zwigkszaniem si¢ wartos$ci
parametru k. Kameswara Rao i Bhaskara Rao [20] dokonali analizy wyboczenia w belkach
cienkoséciennych, osadzonych na podlozu Winklera-Pasternaka, poddanych skrgcaniu i osiowemu
obciazeniu $ciskajacemu. Zalozono, ze odksztatlcenia w przekroju poprzecznym sg postaci matych,
sprezystych deformacji, natomiast odksztalcenia styczne sa mato istotne do dalszej analizy.
Wyznaczono $ciezki rownowagi po wyboczeniu belki, a takze obliczono jej punkt bifurkacyjny.
Wyboczenie niejednolitych, osiowo funkcjonalnych (FG), nielokalnych nanobelek Timoszenki
na podtozu Winklera-Pasternaka sformutowano w pracy [21]. Doktadno$¢ zaprezentowanej metody
zostala zweryfikowana przez pordéwnanie otrzymanych wartosci obcigzen z wynikami dostepnymi
w literaturze. Obliczono m.in. wplyw nieréwnomierno$ci przekroju poprzecznego, parametrow
podtoza Winklera i Pasternaka oraz warunkéw brzegowych na warto$ci obcigzen. Wskaznik
zmniejszania si¢ obcigzenia zalezny byt od warunkow brzegowych, a takze od typu zastosowanego
podloza sprezystego. Analize nieskonczenie dlugiej belki Eulera-Bernoulliego spoczywajacej
na podtozu Pasternaka i poddanej dziataniu obcigzenia poruszajacego si¢ ze stala predkosciag wzdhuz
belki opisano w pracy [22]. Przeprowadzono badania definiujgce wptyw predkosci obcigzenia oraz
parametréw podtoza na zachowanie sie belki. Stwierdzono, ze model Pasternaka w lepszy sposob
odzwierciedla zachowanie si¢ konstrukcji na podtozu sprezystym, w porownaniu do modelu Winklera.
Opracowane rozwigzania dostarczaja lepszych wytycznych do oceny parametrow podloza
sprezystego, a takze stanowia pomoc dla praktycznych celow projektowych.

Analiza dynamiczna belek na podlozu sprezystym zostata przedstawiona przez réznych autorow.

Wang i Brannen [23] studiowali naturalne czestotliwosci zakrzywionych belek na podtozu
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sprezystym. Okreslono wplyw kata zakrzywienia belki oraz parametrow podtoza na czgstotliwosci
drgan. Calim opisat analize dynamiczng belek na lepkosprezystym podtozu Pasternaka w pracy [24].
Na odpowiedz dynamiczng, w tym przypadku, mial wplyw wspotczynnik lepkosci podioza.
Im wigksza warto$¢ wspotczynnika, tym krotszy czas tlumienia drgan. Ponadto zaobserwowano,
ze wraz ze zwigkszaniem si¢ wartosci wspotczynnika lepkosci, zmniejszata si¢ warto$¢ amplitudy.
Analiza statyczna, a takze analiza drgan swobodnych belek prostych oraz kotowych na podiozu
sprezystym zostala zaproponowana przez Calima and Akkurta [25]. Badania wykazaty, ze warunki
brzegowe, stosunek dtugosci belki do jej wysoko$ci, a takze stale sprezyn wplywaja na charakter
drgan. Wraz ze zwigkszaniem si¢ wartosci bezwymiarowej stalej sprezyny, zwiekszaja si¢ naturalne
czestotliwosci drgan belki. Ponadto wraz ze zwigkszaniem si¢ stosunku promienia belki kotowej
do jej wysokosci, rowniez zwigkszaja si¢ czestotliwosei drgan. Motaghian i inni [26] sformutowali
problem drgan swobodnych belki na podlozu Winklera. Konwencjonalne metody proponowane
przez innych autoréw oparte sg na podziale belki na trzy czesci i zastosowaniu odpowiednich
warunkow ciaglo$ci struktury celem rozwigzania rownania rozniczkowego. Nowa metoda
zaproponowana w pracy [26] dzieli belke na trzy czesci, a czes¢ srodkowa osadzona jest na podtozu
sprezystym. Analiza wynikow wykazata, ze zaproponowana metoda moze by¢ z powodzeniem
stosowana do obliczania naturalnych czestotliwosci belek, ktore tylko czgsciowo spoczywajg
na podtozu sprezystym. Analiz¢ wymuszonych drgan belek zakrzywionych, spoczywajacych
na dwuparametrowym podtozu sprezystym i poddanych obcigzeniom impulsowym przedstawit Calim
[27]. Wyznaczono i obliczono dynamiczng macierz sztywnosci. Zaobserwowano duzg zgodnosé
pomiedzy wynikami wyznaczonymi réznymi metodami. Czestotliwosci drgan wlasnych oraz drgania
skretne belek pryzmatycznych na podtozu Pasternaka opisano w pracy [28]. Szczegdlng uwage
zwrdécono na Obcigzenia zginajace i skretne badanych elementow. Zalozono, ze belka jest prosta
i jednolita, posiada prostokatny przekrdj poprzeczny, a jej wysokos$¢ jest mata w stosunku do dlugosci.
Zaproponowany model podzielono na tryby zwigzane ze zginaniem i skrgcaniem belki. W przypadku
zginania zatozono, ze belka posiada dostateczng sztywno$¢ aby przeciwstawi¢ sie skrecaniu.
Na charakter drgan wptywaly w tym przypadku wylacznie obcigzenia zginajace. W przypadku
skrecania zatozono natomiast, ze czynnikiem determinujacym odpowiedz dynamiczng belki
sg wylgcznie obcigzenia skrecajace. Ponadto z pracy wywnioskowano, ze w przypadku zginania efekt
bezwladnosci obrotowej zmniejsza naturalne czestotliwosci. Czestotliwoscei dla trybu skretnego byty
natomiast niezaleznie od innych czynnikow. Dodatkowo wraz ze zwiekszaniem sie sztywnosci
podtoza warstwy Winklera oraz warstwy $cinajgcej zwigkszaly sie parametry czestotliwos$ciowe.
Wplyw nieliniowego podtoza sprezystego na drgania swobodne i wymuszone o duzej amplitudzie
w belce typu FG zaprezentowano w pracy [29]. Badana struktura zostata poddana dziataniu obciazenia
o charakterze harmonicznym. Przyjeto, ze wlasciwosci belki, takie jak modul Younga oraz gestose,
zmienialy si¢ w kierunku grubosci, od metalu na powierzchni dolnej, do ceramiki na powierzchni

gornej. Zauwazono, ze warto$¢ naturalnej czestotliwosci belki jest §cisle zwigzana ze sztywno$cig
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nieliniowego podloza sprezystego. Mozliwe jest zredukowanie nieliniowo$ci w przypadku drgan
wymuszonych o duzej amplitudzie poprzez zwigkszenie sztywnosci liniowej lub $cinania w podtozu
sprezystym. Analiz¢ geometrycznie nieliniowych drgan belki Timoszenki osadzonej na nieliniowym
podtozu Winklera i Pasternaka o zmiennej nieciagltosci przedstawit Stojanovi¢ [30]. Dokonano analizy
porownawczej wynikow dla roéznych sztywnosci podpor. Zbadano wpltyw niecigglo$ci podloza
na naturalne czgstotliwosci drgan belki. Drgania chaotyczne belek spoczywajacych na sprezystym
nieliniowym podtozu (o nieliniowej sztywnos$ci) przeanalizowali w swojej pracy Norouzi i Younesian
[31]. Belki zostaly poddane dziataniu $ciskajacej sity osiowej z jednoczesnym ruchem posuwisto-
zwrotnym poprzecznego obciazenia. Okre§lono wptyw liniowych 1 nieliniowych parametrow
na odpowiedz ukladu. Drgania belki na inercyjnym podtozu Wiasowa-Leontiewa pod wplywem
impulsu sity przedstawili Szcze$niak i Ataman [32]. Zbadano wptyw parametréw podtoza na ugiecia
wywolane impulsem sity przylozonym w $rodku rozpigtosci belki lub w poblizu podpory.
Przeprowadzona analiza potwierdzita, ze ugiecia belki spoczywajacej na podlozu sa mniejsze niz
ugiecia belki bez uwzglednienia warstwy Wtasowa. Analiza drgan swobodnych o duzej amplitudzie
belek o przekroju prostokatnym spoczywajgcych na zmiennym podiozu sprezystym zostata
przedstawiona w pracy [33]. Do belek zastosowano hipoteze Eulera-Bernoulliego, natomiast podtoze
zostalo opisane modelem Winklera. Belka zostata obcigzona osiowo. Zbadano wplyw zmiennego
podtoza sprezystego, amplitudy drgan, a takze obciazenia osiowego na nieliniowg czgstotliwosé drgan
belki. Najwigkszy wplyw na czestotliwo$¢ miat sinusoidalny rozktad podtoza Winklera (wigkszy niz
liniowy i paraboliczny). Innymi stowy, dla zmaksymalizowania nieliniowej czestotliwosci belki,
rozktad podtoza musi by¢ zblizony do podstawowego rozktadu belki. Drgania swobodne i wymuszone
w belkach na dwuparametrowym lepkosprezystym podlozu opisat Calim [34]. Wiasciwo$ci materiatu
belki zmienialy si¢ wzdluz jej osi. Pod uwage wzigto niejednorodnos¢ materiatu oraz stale podtoza.
Analiza wykazata, ze wskaznik gradientu materiatu, state sprezyny, wspotczynniki lepko$ci oraz rézne
warunki brzegowe maja znaczacy wplyw na odpowiedz dynamiczng belek. Zwigkszenie wartosci
parametréw podloza prowadzi do spadku czegstotliwosci drgan wiasnych, okresu drgan, a takze
amplitudy przemieszczen. Ponadto stwierdzono, ze zwigkszenie warto§ci wspotczynnika lepkosci
powoduje ogromny spadek amplitudy w przypadku dynamicznej odpowiedzi belki. Analiza drgan
wlasnych belki spoczywajacej na sprezystym podlozu Pasternaka-Winklera sformutowana zostata
w pracy [19]. Obliczono wartosci przemieszczen dla réznych predkosci przytozenia obcigzenia.
Odksztalcenie dolnej belki byto zblizone do odksztalcenia wywotanego obcigzeniem statycznym. Gdy
predkos$¢ przyltozenia obcigzenia przekraczata warto§¢ krytyczna, belka zaczynata drga¢. Ponadto
przeprowadzone badania pozwolity okresli¢ najwigksze poprzeczne przemieszczenie gornej belki dla
réznych predkosci przylozenia obcigzenia. Zaobserwowano, ze amplituda drgan gwattownie wzrasta
w miare zblizania sie predko$ci do wartosci krytycznej. Pewnym rodzajem drgan samowzbudnych
sg drgania relaksacyjne. Przy takich drganiach wystepuje opoznienie pomigdzy gromadzeniem energii

potencjalnej i jej przeksztalceniem w kinetyczng (jest to tak zwany czas relaksacji). Po czasie
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relaksacji nagromadzona energia catkowicie si¢ rozprasza i proces napetniania od stale dzialtajacego
zrodta rozpoczyna si¢ na nowo. W pracy [19] okreslono rowniez wplyw czasu relaksacji
na przemieszczenie gornej belki. Analiza dynamiczna belki Eulera-Bernoulliego o nieskonczonej
dhugosci, spoczywajacej na podlozu Pasternaka i obcigzonej w sposdéb harmoniczny (obciazenie nie
jest przytozone prostopadle do osi belki) zostata przyblizona w pracy [35]. Konwencjonalne podtoze
Pasternaka jest modelowane zapomoca dwoch parametréow, z ktorych to drugi uwzglgdnia
rzeczywisty efekt $cinania podtoza w kierunku pionowym. Jest on zatem bardziej realistyczny
od modelu Winklera, ktory to uwzglednia wytacznie odporno$¢ poditoza na $ciskanie. Zastosowano
podwojng transformacje Fouriera celem uproszczenia réwnania geometrycznego i przeksztatcenia
go do prostego réwnania algebraicznego. Zbadano zaleznosci wystepujace pomiedzy dolng czescia
belki, a podlozem. Stwierdzono, ze kat pod jakim przylozone jest obcigzenie Oraz sztywnos$c
na $cinanie znaczgco wplywajg na warto$¢ predkosci odksztatcenia pionowego i poziomego, a takze
na warto$ci momentu zginajacego. Dynamiczng odpowiedz belki Eulera-Bernoulliego na poditozu
sprezystym oraz styczne oddziatywanie belki ipodtoza pod obcigzeniem harmonicznym opisano
wpracy [36]. Przyjeto, ze pozioma reakcja spr¢zyny jest proporcjonalna do wzglednego
przemieszczenia stycznego. Ponadto przeprowadzono analize¢ numeryczng celem zbadania wpltywu
sztywnos$ci poziomej sprezyny na dynamiczng odpowiedz belki. Stwierdzono duza zgodnosé
pomiedzy wynikami otrzymanymi metoda analityczna i numeryczng. Metoda potanalityczna stuzaca
do badan drgan wymuszonych o duzej wartosci amplitudy w belkach typu FG, spoczywajacych
na podtozu sprezystym, zostata zaprezentowana w pracy [37]. Zatozono, ze belka jest smukta.
Pozwolito to na pominigcie efektu bezwladnosci obrotowej i odksztalcen poprzecznych. Wyniki
zostaly poréwnane z tymi otrzymanymi w poprzednich badaniach.

Badania zwigzane z ruchomymi obcigzeniami przedstawione zostaty w pracy [38]. Froio i inni
zaprezentowali badania zwigzane z dynamiczng odpowiedzig swobodnie podpartej sprezystej belki
Eulera-Bernoulliego spoczywajacej na przestrzennie niejednorodnym, nieliniowym sprezystym
podtozu Winklera i poddanej dziataniu skoncentrowanego ruchomego obcigzenia harmonicznego.
Badania skupily si¢ na analizie numerycznej zjawiska. Maksymalne wartos$ci przemieszczenia belki
oraz predkosci krytyczne wyznaczono w funkcji $redniej wartosci obciazenia oraz jego czestotliwosci
oscylacji. Przeprowadzono kilka symulacji numerycznych, w ktorych zmiennymi parametrami byty
predko$¢ poruszajacego si¢ obcigzenia, a takze S$rednia warto$¢ czgstotliwosci. Kolejna analiza
numeryczna zwigzana z nieliniowymi drganiami swobodnymi iwymuszonymi wyboczonych
i zakrzywionych belek na nieliniowym podiozu sprezystym sformutowana zostata w pracy [39].
Okreslono wptyw przylozonego obcigzenia osiowego, imperfekcji, a takze nieliniowego podtoza
sprezystego na wartosci czestotliwosci drgan wlasnych oraz wymuszonych w badanej belce. Wyniki
uzyskane za pomoca zaproponowanej metody zostaly zestawione z wynikami dostgpnymi
w literaturze. Dynamiczng odpowiedZ belki o skonczonych wymiarach (spoczywajacej na podiozu

Winklera) na obcigzenie poruszajace si¢ po jej powierzchni ze zmienng predkoscia przeanalizowano
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w pracy [40]. Obciazenie miato charakter skoncentrowany izmieniato si¢ w czasie W sposob
harmoniczny. Przeprowadzono badania parametryczne dotyczace wplywu sztywnosci podtoza, a takze
przyspieszenia lub opodznienia ruchomego obcigzenia lub obcigzen na charakterystyke belki.
Stwierdzono, ze zwigkszenie wartoSci statej podloza sprezystego powoduje zmniejszenie ugigcia
belki. Ponadto przeprowadzono badania parametryczne dla dwoch rodzajow ruchomych obcigzen
zamodelowanych w postaci pojazdow jedno- i dwuosiowych celem oceny wplywu roznych
parametréw na konstrukcje. W przypadku pojazdéw jednoosiowych, zwickszenie wartoSci
przyspieszenia i predkosci powoduje zmniejszenie ugigcia belki, natomiast zwigkszone wartosci
opo6znienia i predkosci powoduja efekt odwrotny. W przypadku pojazdow dwuosiowych, zwigkszone
wartos$ci przyspieszenia i opdznienia oraz predkosci powoduja zwigkszenie wartosci ugiecia belki.
Podobne badania przedstawiono w pracy [41], gdzie przeanalizowano belk¢ na podtozu Winklera
poddanej dziataniu ruchomego obcigzenia o zmiennej predkosci. Obcigzenie punktu ruchomego miato
amplitude zmieniajacg si¢ harmonicznie wraz z uptywem czasu i poruszato si¢ ze stalym
przyspieszeniem lub opéznieniem wzdluz goérnej powierzchni belki. Przeprowadzono badania
parametryczne dotyczace wplywu roznego rodzaju parametrow na konstrukcje. Wyniki analizy byly
zgodne z tymi uzyskanymi w pracy [40]. Charakterystyka belki o dtugosci okoto 50 mm byta podobna
do tej uzyskanej dla belki o nieskonczonych wymiarach, zwlaszcza w przypadku matej sztywnosci
podtoza. Numeryczna analiza dynamiczna belek na nieliniowym, sprezystym podtozu, poddanych
obcigzeniu w postaci oscylatora o rownomiernym ruchu przedstawiono w pracy [42]. Celem badan
bylo okreslenie wplywu naturalnej czgstotliwosci 1 predkosci oscylatora oraz sztywnosci podloza
na zachowanie si¢ belki. Wyznaczono krytyczne predkosci oscylatora oraz zakresy predkosci,
dla ktorych system jest niestabilny dynamicznie. Wykazano, ze zwigkszenie sztywnosci podioza
sprezystego prowadzi do zmniejszenia szczytowych warto$ci przemieszczen, a takze do zwigkszenia
krytycznych predkosci i ich zakresow, w ktorych belka jest niestabilna dynamicznie (sprezyste
podtoze liniowe). Zmiana podloza na nieliniowe skutkuje zwigkszeniem wartosci predkosci krytycznej
oscylatora.

Zginanie belki na trojparametrowym podtozu sprezystym typu Kerra poddano analizie w pracy
[43]. Model Kerra stanowil poczatkowo probe uogolnienia dwuparametrowego modelu Pasternaka.
Przeprowadzono analizg parametryczng elastycznie podpartych belek o skonczonej i nieskonczonej
dtugosci. Ponadto poréwnano migdzy sobg podloza jedno, dwu i trojparametrowe, a takze
doktadniejsze dwuwymiarowe modele numeryczne. Badania ujawnily wyzszo$¢ trojparametrowego
modelu Kerra w stosunku do modeli jedno- i dwuparametrowych. Przewaga modelu Kerra
nad pozostatymi modelami jak widoczna przy pordéwnaniu miedzy soba maksymalnych wartosci
momentow gnacych i przemieszczen poziomych. Matematyczng analogi¢ belek na sprezystych
podporach do belek na podtozu sprezystym opisali Sato i inni [44]. Autorzy zaproponowali hipoteze
z ktorej wynika, ze belke utwierdzong na rowno oddalonych od siebie sprezystych podparciach mozna

traktowa¢ jako belke osadzong na podiozu sprezystym. Hipotez¢ te mozna stosowaé zarowno
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w badaniach zwigzanych z analizg statyczng, a takze przy problemach zwigzanych z drganiami
swobodnymi konstrukcji. W celu weryfikacji modelu poréwnano ze sobg wartosci ugigé i momentow
zginajacych, a takze naturalne czestotliwo$ci drgan. Pomiedzy wynikami nie zaobserwowano
znaczacych rézni€. Dokladne rozwiazania dotyczace zginania oraz drgan swobodnych belki
na sprezystym podtozu Winklera-Pasternaka przedstawiono w pracy [45]. Przedstawione rozwigzania
zostaly oparte o dwuwymiarowa teori¢ sprezystosci. Zalozono, ze belka posiada wilasciwosci
ortotropowe w kazdym punkcie, natomiast wlasciwo$ci materialowe zmieniaja si¢ w sposob
wyktadniczy po grubosci belki. Zbadano wpltyw takich parametrow, jak wspotczynnik gradientu,
wspotczynnik proporcji, parametry podtoza oraz wiasciwos$ci mechaniczne belki na calg strukture.
Odpowiedz statyczng belki o nieskonczonej dlugosci, spoczywajacej na sprezystym podtozu
i poddanej ztozonym obcigzeniom poprzecznym przedstawiono w pracy [46]. Wyznaczono warto$ci
ugie¢ oraz sit tnacych dla catej belki. Belki na podtozu sprezystym zaprezentowali roéwniez Borak
i Marcian [47]. Do rozwigzania problemu oraz obliczenia ugiecia struktury zastosowano twierdzenie
Betti’ego. Zalozono, ze sity reakcji powstale podczas zginania belki rozktadajg si¢ w sposob ciagly
na catej dlugosci podloza. Zastosowanie twierdzenia Betti’ego pozwolito na wyprowadzenie
podstawowych wzoréw niezbgdnych do analizy belek na podtozu sprezystym, a takze na obliczenie
takich parametrow jak pionowe ugiecie belki, kat obrotu, moment gnacy oraz sita tngca. Nowy model
podtoza sprezystego dla dynamicznych bada¢ belek na nieliniowym poditozu, poddanych obcigzeniu
W postaci poruszajgcej si¢ masy zaproponowano w pracy [48]. Model zawieral m.in. liniowe
i nieliniowe parametry podloza Winklera, liniowy parametr podioza Pasternaka, wspotczynnik
lepkosci oraz gesto§¢ masowa podloza. Zbadano wpltyw parametrow podioza na dynamiczna
odpowiedz belki. Aslami i Akimov opracowali analityczny model dla belek na dwuparametrowym
podtozu sprezystym [49]. Ogodlne rownanie zostato zredukowane do uktadu réwnan rézniczkowych
pierwszego rzgdu o statych wspotczynnikach. Analize przeprowadzono dla réznych warunkéw
brzegowych, rodzajow podlozy oraz sposobow obcigzenia belki. Analiza belki o nieskonczonych
wymiarach na podtozu sprezystym zostata przedstawiona w pracy [50]. Do obliczen zaproponowano
model dwuliniowego podtoza, ktory opisuje jego wihasciwosci w strefach rozciggania i $ciskania,
przy wykorzystaniu dwoch roéznych parametrow. Dzigki zastosowaniu do obliczen modelu
dwuliniowego mozliwe jest dokladniejsze zamodelowanie podloza sprezystego, ktore oddziatuje
asymetrycznie zarowno na rozcigganie jak i Sciskanie. Obecno$¢ obcigzen o charakterze skupionym
wpltywa jedynie na zmiang wartos$ci ugigcia belki.

Grzejda [51] zaprezentowal metode modelowania normalnych charakterystyk sztywno$ciowych
nieliniowego podtoza sprezystego. Przyjeto fizyczny model potaczenia dwoch elementow okreslonych
jako ciata odksztalcalne Iub nicodksztalcalne. Pomigdzy elementami zamodelowano warstwe
za pomocg nieliniowego modelu Winklera. Kaleta i Rozycki [52] przedstawili wptyw zmiany wartosci
modulu  Younga warstw podtoza na czestotliwo$é drgan wlasnych belki spoczywajgcej

na dwuwarstwowym podtozu. Zatozono model podtoza Kolara-Nemeca bedacy uogolnieniem modelu
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Wilasowa. Zaobserwowano, ze wraz ze zwigkszaniem si¢ sztywnosci podtoza zwigkszajg si¢ wartosci
czestosci drgan wlasnych uktadu. Lignola i inni [53] w swojej pracy przedstawili macierz sztywnosci
dla belki Timoszenki, spoczywajacej na podlozu sprezystym. Uwage po$wigcono zginaniu belki
poddanej naprezeniom $cinajacym. Ponadto przedstawiono szczegdtowa analizg¢ numeryczng dla belki
na skonczonym i nieskonczonym podiozu Winklera. Potrzeba dyskretyzacji elementéw do krétszych
cztonéw zostata wyeliminowana dzigki zastosowaniu doktadnej funkcji ksztaltu wyprowadzone;j
Z rdwnania rézniczkowego linii ugigcia belki. Otrzymana funkcja pozwolita rowniez obliczy¢ ugiecie,
kat obrotu belki, a takze warto$ci momentoéw gnacych i sit tnagcych. Zastosowanie zaproponowanej
metody obliczeniowej w polaczeniu z wykorzystaniem programéw obliczeniowych pozwala
na kompleksowa analize belek na podlozu sprezystym. Matryca sztywno$ci moze by¢ w prosty sposob
zaimplementowana do biblioteki elementow MES.

Bardzo pomocne w analizie belek na podtozu sprezystym sa badania zwigzane z ptytami.
Konstrukcje te zostaty zbadane m.in. w pracy [54], gdzie przedstawiono opis $ciskanej dwuosiowo
pltyty na podlozu sprezystym. Pomiedzy pilyta a podlozem zamodelowano warstwe sprezysta.
Okreslono charakter wyboczenia konstrukcji. Na podstawie przedstawionej analizy stwierdzono,
ze liniowe zalezno$ci nie sa adekwatne do okreslenia ksztaltu wyboczenia plyty. Dopiero
geometryczna analiza nieliniowa pozwolita stwierdzi¢, ze wyboczenie ma posta¢ ztozong. Taka sama
posta¢ wyboczenia charakteryzuje plyty bez warstwy sprezystej. Analiza ugie¢ plyty sprezystej
Kirchhoffa spoczywajacej na inercyjnym podtozu Wiasowa pod impulsem sity przeprowadzona
zostata przez Ataman i Szcze$niaka [55]. Zaobserwowano, ze na ugiecie ptyty ma wplyw miejsce
przytozenia impulsu. Ponadto stwierdzono, ze warto$¢ ugie¢ dynamicznych plyty jest uzalezniona
od wartosci wspotczynnikow podtoza. Wyboczenie ptyty na niescisliwym podtozu elastomerowym
przedstawiono w pracy [56]. Plyta zostata poddana dziataniu jednoosiowego $ciskania. Krytyczna
warto$¢ obcigzenia wyboczeniowego zalezna byta od wartosci sztywnosci zginania i dtugosci ptyty,
a takze od parametrow podtoza i jego grubosci. Wykazano, ze warto$¢ krytycznej sity wyboczeniowej
wigze si¢ z rodzajem materiatu i parametrami geometrycznymi ptyty (inaczej niz w przypadku belek
na podtozu sprezystym). Ponadto stwierdzono, ze stosunek krytycznego obcigzenia wyboczeniowego
dla elastomerowego podioza i podloza typu Winklera zalezy od bocznych ograniczen warstwy

elastomeru.
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1.3. Belki trojwarstwowe na podtozu sprezystym

Konstrukcje warstwowe pojawily si¢ w polowie XX wieku, a wraz z nimi problem ich statecznosci.
Rozwoj technologii zwigzanych z wytwarzaniem struktur trojwarstwowych pozwolit na szerokie
ich zastosowanie. Projektowanie tych elementow pozwolilo na optymalizacj¢ metod analitycznych
I numerycznych.

Przyktadowe struktury warstwowe jakimi sa konstrukcje trojwarstwowe sktadajg si¢ z rdzenia
oraz dwoch oktadzin o identycznej grubosci, wykonanych zazwyczaj z tego samego materiatu.
W szczegolnych przypadkach, oktadziny moga si¢ rézni¢ migdzy soba co do grubosci, rodzaju
materiatu, orientacji witokien lub kombinacji tych trzech cech. Konstrukcja rdzenia, a takze sposob
jego potaczenia z cienkimi okladzinami, w bardzo duzym stopniu wplywaja na wytrzymatos§¢
i stateczno$¢ catej struktury, m.in. na odporno$¢ na wyboczenie (zwlaszcza miejscowe) oktadzin.
Wigkszos¢ struktur warstwowych cechuje si¢ symetryczna budowa, a ich odmiany sa zwiazane
Z ksztaltem 1 wlasciwosciami rdzenia. Rdzen moze by¢ zbudowany z dowolnego materiatu. Jezeli
chodzi o jego budowe to najczgsciej wystepuje on w trzech postaciach: struktury plastra miodu,
falistej (blacha) lub jako pianki, np. poliuretanowe, metalowe. Najwazniejsza cecha jaka powinien
posiada¢ rdzen jest mata gesto$¢, ktora skutkuje mata masg konstrukcji. Rdzen jest poddawany
gtéwnie S$cinaniu, ktéore powoduje globalne deformacje i wystepowanie naprezen S$cinajacych.
Wypehiacz nalezy dobra¢ w taki sposob, aby po przytozeniu sity poprzecznej modut §cinania spetniat
wymagania sztywnos$ci na $cinanie. Podsumowujac, wlasciwosci podstawowe rdzenia zaleza przede
wszystkim od rodzaju zastosowanego materiatu (gesto$ci, modutu odksztatcalnosci postaciowe;,
wytrzymaloéci na S$cinanie), a takze od sztywno$ci struktury w kierunku prostopadtym
do powierzchni.

Coraz szersze zastosowanie struktur warstwowych zwigzane jest z ich bardzo dobrymi
wlasciwosciami, takimi jak: dobra odporno$¢ na zginanie w porownaniu do cienkich struktur
ortotropowych, duza odporno$¢ na uderzenia (udarno$¢), duza odpornos$¢ na obcigzenia o charakterze
zmegczeniowym, zmniejszenie grubosci konstrukcji (w poréwnaniu do usztywnianych plyt), duza
doktadno$¢ wymiarowa, odpowiednie wykonczenie powierzchni zewnetrznej zapewniajace bardzo
dobre wtasciwosci aerodynamiczne w konstrukcjach lotniczych i kosmicznych, a takze skrocenie
czasu montazu ze wzgledu na zastosowanie podejscia modutowego. Zmniejszenie liczby prac
montazowych i naprawczych nowo budowanych konstrukcji zawierajacych nowoczesne struktury
moze przynies¢ wymierne korzySci ekonomiczne 1 stanowi atrakcyjng alternatywe
dla konwencjonalnych metod budowy.

Tak jak inne struktury, konstrukcje warstwowe posiadaja wady. Sa one podatne na utratg
stateczno$ci, spowodowang cienko$ciennoscia oraz wystgpowaniem imperfekcji. Skomplikowany
model matematyczny opisujacy zjawisko utraty stateczno$ci wymusza stosowanie uproszczen

oraz analiz¢ wptywu tych uproszczen na wyniki. Ponadto brak jest potwierdzonych do$wiadczalnie
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zwigzkéw matematycznych opisujacych rozktad naprezen, odksztalcen 1 przemieszczen
w konstrukcjach trojwarstwowych, a technologia ich wykonania jest kosztowna. Nie sg one rowniez
odporne na obcigzenia o charakterze skupionym, a takze na zmiany temperatury. W trakcie procesu
produkcyjnego pojawié¢ si¢ moga takie uszkodzenia w konstrukcjach warstwowych jak rozwarstwienia
materiatu oraz inne zniszczenia miedzyfazowe. Zwigkszaja si¢ one zardéwno pod dziataniem obcigzen
statycznych jak i dynamicznych. Rozwarstwienia stanowig jeden z najwigkszych problemow poniewaz
sztywnos¢ zginania w tego typu strukturach jest zwigzana z udzialem powierzchni oktadzin
w stosunku do catej powierzchni konstrukcji. Jest to tym bardziej widoczne, gdy probka poddawana
jest dzialaniom zlozonych obcigzen zginajacych. Poszczegdlne warstwy konstrukcji warstwowej
najczesciej laczy sie obecnie in situ lub przy uzyciu kleju poliuretanowego dwusktadnikowego,
zaleznie od rodzaju uzytych materialow, stosowanego procesu technologicznego oraz systemu struktur
warstwowych.

Zniszczenie konstrukcji warstwowych moze przyjmowac wiele form i kazda z tych form powinna
by¢ uwzgledniona przy projektowaniu, ewentualnie wspomaganym badaniami eksperymentalnymi.
Plyty warstwowe moga ulec utracie statecznosci w wielu postaciach: ogdlnej utracie statecznosci
konstrukcji, delaminacji potaczonej z lokalnym wyboczeniem oktadzin, a takze utracie statecznosci
miejscowej — marszczeniu oktadziny. Ponadto moga wystapi¢ klasyczne mechanizmy zniszczenia
takie jak: odksztalcenia plastyczne materiatu lub inna forma zniszczenia, $cigcie lub zgniecenie
rdzenia, a takze uszkodzenie elementu w polgczeniu.

Teoria dotyczaca struktur warstwowych byta rozwijana i uzupeliana przez wiele lat. Niemniej
jednak inzynierowie do dzisiaj nie posiadaja dokladnej wiedzy dotyczacej takich zjawisk
jak wyboczenie, marszczenie oktadzin, a takze wptywu wlasciwosci mechanicznych materiatu rdzenia
na wlasciwosci struktury.

Konstrukcje warstwowe powinny by¢ zaprojektowane w taki sposob, aby spetnialy podstawowe
kryteria strukturalne (korzystny stosunek masy konstrukcji do przenoszonego obcigzenia, duza
sztywno$¢ itp.). Okladziny powinny by¢ wystarczajagco grube aby przeciwdziata¢ napr¢zeniom
rozciagajacym, S$ciskajacym 1 S$cinajacym. Rdzen natomiast powinien cechowaé si¢ duza
wytrzymalo$cig aby przeciwdziala¢ naprgzeniom Scinajagcym, wywolanym przez obcigzenia, a takze
posiada¢ odpowiednig grubo$¢ aby zapobiec wyboczeniu konstrukcji. Sity adhezyjne musza miec
odpowiednig warto$¢ aby przenosi¢ naprezenia $cinajgce pomigdzy rdzeniem a oktadzinami.

Ciagle upowszechnianie si¢ nowoczesnych materiatbw kompozytowych wymusza na badaczach
opracowywanie coraz prostszych i bardziej uzytecznych narzedzi do projektowania i wytwarzania
tych materiatow. Niestety opracowywanie metod niezbgdnych przy poprawnym projektowaniu
konstrukcji kompozytowych nie jest tatwym zadaniem, a zwigzane jest to przede wszystkim
z ich wiasciwos$ciami. Cechami charakterystycznymi kompozytow jest niejednorodnos¢ i wlasciwosci

anizotropowe.
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Tworzac konstrukcje warstwowa, nalezy wzig¢ pod uwage szereg czynnikow. Modelujac
wlasciwosci poszczegélnych warstw w sposob intuicyjny dazy si¢ do wytworzenia struktury
jak najlzejszej, o jak najwigkszej sztywnosci. O parametrach uzytkowych takich konstrukcji decyduje
przede wszystkim budowa warstwy wypelniajacej. Zastosowanie wypelniacza o duzej sztywnosci
powoduje zwigkszenie masy struktury przy pozbawieniu jej zalet typowych dla konstrukcji
warstwowej. Tak zwany sztywny wypetniacz charakteryzuje si¢ tym, ze przenosi sily normalne,
,»odcigzajac” tym samym oktadziny. W skrajnych przypadkach, przy obliczaniu obciazen krytycznych
i przemieszczen, takg konstrukcje traktuje si¢ jako jednowarstwowa.

W  konstrukcjach warstwowych moze doj$§¢ do roznych form uszkodzenia. Sg to zmiany
nieodwracalne i prowadza do ostabienia wytrzymatosci kompozytu. Niezwykle wazne jest poprawne
przewidzenie miejsca powstawania uszkodzenia i jego wptywu na zdolno$¢ dalszego przenoszenia
obcigzen przez struktur¢. Waznym aspektem jest rowniez rozwdj uszkodzenia na skutek dalszego
obcigzania, az do catkowitej utraty no$nosci przez element konstrukcyjny.

Wiasciwosci konstrukcji warstwowych powoduja, ze znajduja one szerokie zastosowanie jako
tworzywo konstrukcyjne. Struktury te maja szereg zalet, ale rowniez wad. Znajomo$¢ zalet i wad
pozwala na precyzyjna budow¢ modelu matematycznego.

Konstrukcje trojwarstwowe znane sg od potowy dwudziestego wieku. Pierwsza praca naukowa
dotyczaca struktur warstwowych napisana zostala przez Marguerre’a w 1944 roku [57] i dotyczyta
ptyt narazonych na wystgpowanie naprezen $ciskajacych. W 1948r., Hoff [58] wyprowadzit réwnania
rozniczkowe i warunki brzegowe dla zginania i wyboczenia ptyt warstwowych. W 1949r., Fliigge [59]
opublikowat prace dotyczaca strukturalnej optymalizacji ptyt warstwowych, w ktorej zaproponowat
rozwiazania wielu problemoéw. We wszystkich przypadkach badane materialy posiadaty wtasciwosci
izotropowe. W 1952r. Fligge opublikowat kolejna prace dotyczacg powyzszego zagadnienia [60].

Pierwsze modele teoretyczne tych struktur zostaly przedstawione w pracach Libove’a i Butdorfa
[61] oraz Reissnera [62] w 1948 roku. Problemy wytrzymatosci i stateczno$ci konstrukcji
trojwarstwowych przedstawili m.in. Plantema [63] i Allen [64]. Libove badal wtasciwosci
warstwowych paneli z rdzeniem falistym, natomiast VVolmir [65] — statecznos¢ konstrukcji z rdzeniem
jednorodnym. W pozniejszych latach Magnucki i inni [66, 67] opisali zachowanie belek i ptyt
warstwowych z pofatdowanym rdzeniem oraz poréwnali uzyskane wyniki obliczen analitycznych
i numerycznych z badaniami do§wiadczalnymi.

W 1951r., Bijlaard [68] dokonat optymalizacji struktur warstwowych dla danego stosunku grubos$ci
oktadzin do rdzenia, a takze catkowitej grubosci izotropowej ptyty warstwowej. Skrocone wyniki tych
badan przedstawione zostaly na pierwszych obradach amerykanskiego Kongresu Narodowego
Mechaniki Stosowanej w 1952r. [69]. W 1952r., Eringen [70] jako pierwszy uzyt twierdzenia
0 minimum energii potencjalnej w celu uzyskania czterech czastkowych roéwnan rozniczkowych

na zginanie i wyboczenie prostokatnych, izotropowych ptyt warstwowych. W tym samym roku swoje
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badania opublikowat rowniez March [71], natomiast podobne badania w 1956r. przedstawit Ericksen
[72]. W 1955r. Raville opublikowat badania zwigzane z optymalizacjg konstrukcji warstwowych [73].

W 1956r. Gerard omoéwil optymalizacje struktur warstwowych w jednym rozdziale swojej stynnej
ksigzki ,,Minimum Weight Analysis of Compression Structures” [74]. W 1957r., Kaechele
opublikowat raport dotyczacy minimalnej wagi konstrukcji warstwowych [75]. Artykut o podobnej
tematyce wydat Cheng [76]. W 1960 roku, Heath opublikowatl artykul dotyczacy zaleznosci
i rozszerzenia istniejacych teorii dotyczacych plaskich ptyt warstwowych poddanych wzdtuznemu
$ciskaniu, a takze optymalizacji ich projektowania [77, 78].

Do potowy 1960r., liczba prac dotyczacych konstrukcji i optymalizacji struktur warstwowych
znacznie si¢ zwigkszyta. W 1966 roku Plantema wydat pierwsza ksigzke dotyczaca omawianych
konstrukcji [79], a trzy lata pdzniej powstata kolejna praca napisana przez H.G. Allena [80]. Ksigzki
te zostaly uznane za najwazniejsze prace az do potowy lat 90. Rowniez w polowie lat 60
przeprowadzono badania dotyczace opracowania struktur warstwowych z kompozytéw z widkna
szklanego. Wigkszo$¢ z tych badan dotyczyta optymalizacji konstrukcji poprzez zmniejszenie
jej ogélnej masy celem stworzenia konkurencji do struktur aluminiowych [81-86]. Doktadna
bibliografia publikacji opisujaca powyzsze badania przedstawiona zostata w pracy [81].

Wszystkie dostepne rozwigzania dotyczace belek moga by¢ stosowane rowniez w przypadku belek
warstwowych, poddanych tym samym obcigzeniom oraz posiadajacych takie same warunki brzegowe.
Nalezy jedynie zastosowa¢ odpowiednie wartosci sztywnosci zginania, a takze pami¢taé o uzyciu
poprawnych wyrazen do obliczen naprgzen zaraz po obliczeniu odksztatcen.

Charakterystyka belek trojwarstwowych pod wptywem dziatajagcych na nie obcigzen, a takze
mechanizmy zwigzane z ich zniszczeniem mogg by¢ okreslone po przeprowadzeniu prostych testow
osiowego $ciskania lub zginania. W przypadku pierwszego typu obcigzenia, konstrukcja warstwowa
moze ulec wyboczeniu ogdlnemu lub miejscowemu. Przyktad modelu analitycznego opisujacego
to zjawisko przedstawiono m.in. w pracy Léotoinga [87], natomiast badania numeryczne opisano
w pracy Hadi [88].

W przypadku rozwigzywania rownan zwigzanych z konstrukcjami warstwowymi, trudnymi
ze wzgledu na obcigzenia, warunki brzegowe, zmiany geometrii itp., wskazane jest zastosowanie
twierdzenia 0 minimum energii potencjalnej. Dzigki tej metodzie uzyska¢ mozna odpowiednie
rozwigzania, ktore moga by¢ sprawdzone na kilka sposobow. Jako alternatywe do twierdzenia
0 minimum energii potencjalnej zastosowa¢ mozna teori¢ wariacyjng Reissnera. Twierdzenie
0 minimum energii potencjalnej dla efektow dynamicznych moze by¢ zastosowane tacznie z zasada
Hamiltona.

Najwazniejszg przyczyng coraz szerszego zastosowania Struktur warstwowych jest ich bardzo
dobry stosunek sztywno$ci na zginanie do masy. Skutkuje on wystgpowaniem mniejszych deformacji
bocznych struktury, wigksza odporno$cia na wyboczenia, a takze wigkszymi wartoSciami

czestotliwosci naturalnej, niz w przypadku innych konstrukcji. Struktury warstwowe, dla zadanego
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zestawu obcigzen mechanicznych i Srodowiskowych, zapewniaja mniejsza mas¢ niz W przypadku
innych stosowanych konstrukcji.

Najprostszym przyktadem struktury warstwowej jest laminat. Sktada sie¢ on z kilku warstw
0 identycznych wtasciwosciach materialowych, mogacych si¢ 16zni¢ orientacja wtokien
oraz grubo$cia. Innym przykladem sa materiaty hybrydowe, spo$rod ktorych mozna wyrdznié
materiaty FGM (funcionally graded materials) oraz struktury sandwichowe. Materialy hybrydowe
charakteryzuja si¢ odmiennymi wlasciwosciami materialowymi poszczegdlnych warstw (moga
si¢ rowniez r6zni¢ gruboscig i orientacja witokien) [89].

Innym przyktadem konstrukcji sag kompozyty warstwowe typu FML (fibre metal laminate), ktore
moga przenosi¢ duze obcigzenia przy rozcigganiu i zginaniu, gdyz przy takich sposobach obcigzenia
niebezpieczenstwo delaminacji spowodowanej odrywaniem lub $cinaniem migdzywarstwowym jest
niewielkie. Skrecanie takich materiatow stwarza jednak duze niebezpieczenstwo zniszczenia na skutek
delaminacji [90].

W pracy [91] przedstawiono metalowa belke warstwowa z rdzeniem w postaci pofaldowanej
blachy, wypelnionym pianka aluminiows. Belka zostata zginana trojpunktowo. Wypelnienie struktury
pianka aluminiowa prowadzi do duzego zwickszenia sztywnosci zginania i wytrzymatosSci,
przy jednoczesnym matym zwigkszeniu masy struktury [91]. Wtasciwosci belki wypelnionej piankg
aluminiowg sg lepsze w poréwnaniu do konstrukcji bez wypehienia, zwlaszcza przy dziataniu matych
obcigzen. Wzmocnienie struktury spowodowane zastosowaniem pianki zwigzane jest ze zwigkszeniem
odpornos$ci na wyboczenie powierzchniowe pofatdowanych arkuszy [92].

Nowe spojrzenie na struktury warstwowe mozna znalezé w tzw. konstrukcjach integralnych.
Konstrukcja taka nie posiada oddzielnych warstw, a wykonana jest z materiatlu 0 zréznicowanej
gestosci. Warstwy zewngtrzne o duzej gesto$ci i tym samym duzej wytrzymatosci spelniaja role
warstw nosnych, natomiast w kierunku rdzenia stosuje si¢ material o mniejszej, zmiennej gestosci
(i wytrzymato$ci). Teoria konstrukcji warstwowych pozwala rowniez na projektowanie struktur
ztozonych z wielu warstw, o zréznicowanych gestosciach i wlasciwosciach wytrzymatosciowych —
duzych w warstwach zewngtrznych, skokowo zmniejszanych w kierunku rdzenia.

Wiasciwosci  konstrukcji warstwowych zaleza od wlasciwosci oktadzin, rdzenia, sposobu
ich potaczenia, a takze wymiaréw geometrycznych [93]. Belki warstwowe, poddane zginaniu,
narazone sg na zniszczenia. Inicjacja i propagacja zniszczen zalezy od wlasciwosci materialow
(zwlaszcza materialu rdzenia), geometrii oraz rodzaju obcigzenia. Odksztalcenie plastyczne
lub peknigcie rdzenia wystepuje po osiagnieciu jego krytycznej wytrzymato$ci (zazwyczaj
na scinanie). Idealny material rdzenia powinien mieé struktur¢ anizotropowa o duzej sztywnosSci
i wytrzymatosci.

Struktury warstwowe zachowujg si¢ podobnie jak tradycyjne pojedyncze belki, sktadajace
sie z dwoch potek i taczacego ich $rodnika. Srodnik stanowi element laczacy obie polki, a takze

przeciwdziala wystepowaniu napr¢zen S$cinajacych. Struktury warstwowe 1 proste belki roznig
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si¢ migdzy sobg pod kilkoma wzgledami. Oktadziny i rdzen zbudowane s3 z réznych materialow,
ardzen stanowi state wsparcie dla oktadzin. W przypadku pojedynczej belki wsparcie to znajduje
sicw waskim S$rodniku. Podczas gdy belka obcigzona jest momentem gnacym, okladziny
wspotpracuja ze sobg. Stanowia one opor, ktory przeciwdziata wystapieniu bocznego momentu
gnacego w taki sposdb, ze jedna z oktadzin jest rozciggana, natomiast druga $ciskana. Rdzen ponadto
jest odporny na dziatanie sit poprzecznych. Pelni on zatem dwojaka funkcje: stanowi element taczacy
obie oktadziny, a takze przeciwdziata wyboczeniu i marszczeniu (lokalnemu wyboczeniu) [94].

Wiasciwosci konstrukcji warstwowej sg zdeterminowane nie tylko rodzajem wypelniacza, ale takze
jego stopniem zageszczenia (pianki), wielko$cia 1 ksztattem czastek, temperatura spieniania, gruboscia
blachy, ulozeniem czastek (struktura plastra miodu) itp. Wida¢ wiec, ze na wlasciwosci samego
rdzenia ma wplyw wiele czynnikow, ktore z kolei wplywaja na wlasciwosci calej struktury.
W zaleznosci od wymagan konstrukcyjnych i przysziego zastosowania, nalezy wybra¢ odpowiedni
rodzaj rdzenia, ktory nie tylko najlepiej begdzie spelnial wymagania ale takze bedzie najbardziej
optymalny pod wzgledem ekonomicznym.

Kompozytowe struktury warstwowe wykorzystywane sg m.in. przy produkcji roznego typu todzi.
Elementy te pracujg w $§rodowisku wodnym, co niesie za sobg szereg czynnikow, mogacych wpltywaé
na ich szybsze zuzycie. Przyktadowo oddziatywanie stonej wody morskiej na polimerowe okladziny
i rdzen doprowadzi¢ moze do zmian w ich wiasciwosciach. Przedostanie si¢ wody morskiej
do konstrukcji ograniczone jest do zewnetrznych powierzchni oktadzin, a takze kilku sgsiadujgcych
Znimi komorek pianki rdzenia [95]. Jej wplyw na strukture jest negatywny — woda deformuje
komorki.

Kolejne wady, ktora moga si¢ pojawi¢ w strukturach warstwowych to tuszczenie si¢ oktadzin
i rozwarstwianie rdzenia [96]. Ten rodzaj uszkodzen materiatu jest szkodliwy zwlaszcza
dla konstrukcji stosowanych do budowy samolotow i statkow. Aby przeciwdziata¢ temu zjawisku
przeprowadza si¢ statyczne trojpunktowe testy zginania belek tréjwarstwowych.

Materialem, ktory zrewolucjonizowat w ostatnich latach produkcje struktur kompozytowych
jest szkto metaliczne. Posiada ono bardzo dobre wiasciwo$ci mechaniczne, takie jak duza
wytrzymatosci oraz plastyczno$¢ [97-100]. Jego glowna wada jest sktonnos¢ do katastroficznego
zniszczenia pod dziataniem obcigzen rozciggajacych. Niemniej jednak odpowiednia konstrukcja
kompozytow zawierajacych szklo ceramiczne pozwala na uzyskanie materialu o wymaganych
wilasciwosciach [101].

Materiaty dielektryczne maja duze zastosowanie w dziedzinie mikroelektroniki. Sg to podstawowe
elementy urzadzen mikroelektromechanicznych [102], a takze kondensatorow [103, 104]. Naleza
do nich takie materialy jak polimery, a takze odkryty kilka lat temu grafen. Unikalne wtasciwosci
grafenu sprawiajg, ze jest on wykorzystywany jako wypehnienie struktur warstwowych, a tym samym
pozwala na uzyskanie dobrych wiasciwosci dielektrycznych, a takze polepszenie wihasciwosci

mechanicznych [102].
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Tlenek cyrkonu, ze wzgledu na swoje unikalne wlasciwosci, znalazt zastosowanie w rdzeniach
struktur warstwowych. Do najwazniejszych wlasciwosci Zr0O, mozna zaliczy¢ duza temperaturg
topnienia oraz dobre wlasciwosci mechaniczne. W niektorych sytuacjach, stosunkowo duza gestosé
tlenku cyrkonu (5-6 g/cm?®) stanowi pewne ograniczenie jego zastosowania [104, 105], dlatego
tez podejmowane s3g proby wytworzenia zwigzku o mniejszej gestosci 1 wigkszej wytrzymatosci.
Pianki ceramiczne sg bardzo lekkie, ale w poréwnaniu do materiatéw sypkich, ich wytrzymatosé¢
jest stosunkowo mata ze wzgledu na nieuporzadkowang struktur¢ materiatu [107-109]. Struktury
warstwowe zapewniaja natomiast nie tylko mata gestos¢ ale i duza wytrzymato$¢ 1 sztywnosc¢
[110-112]. W ostatnim czasie opracowane zostaly nowe konstrukcje rdzenia: rdzenie kratownicowe
i W postaci pofatdowanej blachy [113]. Wsrod wszystkich struktur, rdzenie faliste stanowia najbardziej
nowatorskg konstrukcje, ktora odgrywa coraz wigksze znaczenie w przemysle, m.in. W produkcji
lekkich samolotéw, pojazdow transportowych, a takze w inzynierii ladowej i wodnej [114-116].
Problemem w konstrukcjach zawierajacych rdzen z tlenku cyrkonu jest nie tylko sposob jego
wytwarzania ale takze odpowiednie okreslenie wtasciwosci mechanicznych tego materiatu.

Na podstawie wielu badan analitycznych i numerycznych mozna stwierdzi¢, ze struktury
warstwowe z rdzeniem w postaci kratownicy moga by¢ tak sztywne, mocne i lekkie jak te wykonane
Z szesciokatnych paneli. Jednak w przeciwienstwie do rdzeni o strukturze plastra miodu, te otwarte
odpowiedniki nie zatrzymujg wilgoci i sa bardziej wielofunkcyjne. Ich wlasciwosci wytrzymalosciowe
w stosunku do masy sa doskonate. Budowa jest analogiczna do duzych konstrukcji (np. wiezowce,
mosty, wieze transmisyjne), ktore zostaty produkowane i testowane przez wiele lat. Kluczowg kwestig
jest znalezienie rozwigzania dotyczacego ich technologii produkcji.

Obcigzenia lokalne sg jednymi z najczestszych problemow w strukturach warstwowych ze wzgledu
na fakt, ze oktadziny sa o wiele ciefisze od rdzenia, muszac tym samym oprze¢ si¢ tym samym
warto$ciom obcigzen co sam rdzen. Obcigzona oktadzina zachowuje si¢ jak belka, ptyta lub powtoka
na podtozu sprezystym (rdzeniu). Oznacza to, ze rdzen nie jest poddany znaczacym odksztalceniom
lokalnym, co prowadzi do duzych wartosci naprezen Scinajacych i normalnych. Moze to sprzyjaé
powstawaniu stabych miejsc w strukturze materialu, co znacznie przyspiesza jego zniszczenie.
Podobne wyniki otrzyma¢ mozna dla konstrukcji o ztozonym ksztalcie (np. przekrdj powloki
cylindrycznej), nawet w przypadku prostych obcigzen, tj. state wewnetrzne ci$nienie.

W celu uwzglednienia tych warunkow, w zakresie projektowania i analizy nalezy zastosowac
teori¢ rownan wyzszego rzgdu. Teoria ta moze by¢ zastosowana dla rdéznego rodzaju obcigzen,
konstrukcji o nieciagltej budowie i geometrii, a takze zawierajacych poprzeczng elastycznos$¢ rdzenia.
W niektorych przypadkach miejscowych obcigzen, gdy rdzen jest $cisnigty, wigkszo$¢ stosowanych
materiatdbw na rdzen ma charakter liniowy w poczatkowym etapie $cinania, a nastgpnie - nieliniowy.

Do najczgsciej stosowanych rodzajow konstrukeji warstwowych, réznigcych si¢ typem usztywnien,

nalezg panele. Panele warstwowe, o celowo uksztaltowanych formach usztywnien pomigdzy
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poszyciami, charakteryzuja si¢ bardzo duzym, w poréwnaniu do rozwigzan obecnie stosowanych,
wspotczynnikiem pochtaniania energii w stosunku do masy witasnej [118].

Bardzo dobre wiasciwosci konstrukcji warstwowych, a zwlaszcza trojwarstwowych moga
by¢ znacznie lepiej wykorzystane, a wady ograniczone, jezeli do okreslenia ich podstawowych
parametréw geometrycznych 1 fizycznych wykorzystane zostang metody programowania
matematycznego. Ich zastosowanie prowadzi do optymalnego projektowania konstrukcji
trojwarstwowych [119].

Stosowanie struktur warstwowych na §wiecie zwigksza si¢ z kazdym rokiem. Ich liczne zalety,
atakze rozwd] nowych materialdw oraz potrzeby polepszenia wydajnosci produkcji sprawiaja,
ze materialy te nadal beda zwickszaty swoj udziat w rynku.

Wyboczenie belek warstwowych na podlozu sprezystym byto analizowane przez wielu autorow.
Kardomateas [120] zbadal wptyw podloza sprezystego na analize wyboczeniowa i powyboczeniows
rozwarstwionych kompozytow poddanych $ciskaniu. Zamodelowanym podlozem sprezystym
bylo podtoze typu Winklera. Laminat ztozony byt z dwoch czesci: czgsci znajdujacej si¢ powyzej
rozwarstwienia (czgS¢ goérna), a takze czeSci lezacej ponizej (czg$¢ dolna). Czgs¢ Srodkowa,
pokrywajgca si¢ z obszarem delaminacji, petnita funkcje elementu bazowego (rdzenia). Zbadano
m.in. wptyw parametréw podioza sprezystego na wartosci obcigzen krytycznych. Analiza wynikow
wykazata istnienie waskiego zakresu wartosci parametréw podioza, dla ktorego obcigzenie krytyczne
zwigksza si¢ w do$¢ znacznym stopniu. Bardzo waznym problemem jest zarbwno wyboczenie ogdlne
jak i miejscowe struktur warstwowych. Miejscowe wyboczenie oktadziny w kolumnie typu sandwich,
z uwzglednieniem podtoza spre¢zystego, zostato przedstawione w pracy [121]. Badania parametryczne
przeprowadzono w celu oceny wptywu m.in. grubosci i gestosci rdzenia (rdzen piankowy), grubosci
oktadzin, a takze warunkéw brzegowych na wartosci obcigzen krytycznych przy wyboczeniu
warstwowej kolumny. Wyniki zostaty poréwnane z rozwigzaniami dostepnymi dla innych kolumn,
wykonanych z innego materiatu. Badania wykazaly mato znaczacy wptyw warunkow brzegowych
na obciazenia krytyczne. Ponadto warto$¢ obcigzenia zmniejszata si¢ m.in. wraz ze zwigkszaniem
si¢ grubosci rdzenia oraz ze zmniejszaniem si¢ grubosci okladzin. Obcigzenie krytyczne zwigkszalo
rowniez swoja warto$¢ wraz ze zwickszaniem si¢ gestosci rdzenia (rozklad liniowy) i oktadzin
(rozktad nieliniowy). Analiza powyboczeniowa warstwowych plyt na podtozu sprezystym jest czesto
uzupetniana o analize termiczng [122]. W pracy [122] wlasciwosci materialu zmienialy si¢ wzdhuz
grubosci plyty. Przedstawione rownania zostaly wyprowadzone wykorzystujgc teori¢ $cinania
wyzszego rzedu, uzupelniong o analize interakcji ptyta — podloze. Badania wykazaly, ze sztywnos¢
podtoza sprezystego, zmiany temperatury, udzial objetoSciowy nanowldkien w oktadzinie, a takze
stosunek grubosci rdzenia i okladziny maja znaczacy wplyw na wartoSci obciazen krytycznych
Sciskanej ptyty oraz zachowanie si¢ konstrukcji w zakresie zakrytycznym (post-buckling).
Przeprowadzona analiza wykazata m.in., ze wraz ze zwigkszaniem si¢ sztywnosci podtoza zwigksza

si¢ temperatura podczas wyboczenia. Ponadto wraz ze zwigkszaniem si¢ temperatury zmniejszata
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sie warto$¢ obcigzenia. Wzmocnienie oktadzin za pomocg materiatu typu CNTRC (carbon nanotube-
reinforced composite) pozwolito na zwigkszenie wartosci obcigzen, a takze na ogodlne zwigkszenie
sztywnosci struktury. Analize dotyczaca wyboczenia plyt typu sandwich, osadzonych na roéznych
rodzajach sprezystego podtoza, sformutowano w pracy [123]. Zamodelowano podtoze typu Pasternaka
o izotropowych Iub ortotropowych wlasciwosciach. Rdzen ptyty skladat si¢ z ceramiki, natomiast
oktadziny zbudowane zostaly z materiatu metalowo — ceramicznego. Dokonano analizy wplywu
parametru niehomogenicznosci, wspofczynnika ksztattu, stosunku grubosci warstw, a takze
parametréw podloza na wartosci obcigzen krytycznych. Ponadto przeprowadzono badania
numeryczne, ktore dotyczyly symetrycznej plyty prostokatnej typu sandwich, osadzonej
na sprezystym podtozu dwuparametrowym (r6zne warunki brzegowe). Badania wykazaty
m.in., ze wartoéci  obcigzen  krytycznych  dla  przedstawionych  plyt sa  mniejsze
niz dla jednowarstwowych ptyt ceramicznych. Ponadto obecno$¢ podloza sprezystego prowadzi
do znacznego wzrostu zmienno$ci obcigzen wyboczeniowych. Wartosci obcigzen byly wigksze
w przypadku jednoosiowego $ciskania, niz dla §ciskania dwuosiowego. Analiza powyboczeniowa plyt
typu FG na podtozu sprezystym przedstawiona zostata w pracy [124]. Zaprezentowano przeglad
metod analitycznych i numerycznych. Gloéwna analiza dotyczyla okreslenia krytycznej wartosci
przyrostu temperatury, w ktorej ptyta traci stabilno$¢. Do obliczen zastosowano rozne modele ptyt
(o roznych udziatach frakcji metalowych i ceramicznych). Zaobserwowano duzg zgodno$é
przedstawionych wynikéw z tymi dostepnymi w literaturze. Stabilno$¢ asymetrycznej belki stozkowej
typu sandwich, spoczywajacej na zmiennym podiozu Pasternaka, opisano w pracy [125]. Belka
poddana byta pulsujacemu obcigzeniu osiowemu z gradientem termicznym. Model matematyczny
zostal wyprowadzony przy zastosowaniu zasady Hamiltona. Réwnania ruchu oraz warunki brzegowe
uzyskane dzieki zasadzie Hamiltona byly wartosciami bezwymiarowymi. Zbadano wplyw
m.in. ksztattu ptyty, podloza sprezystego, gradientu termicznego, parametrow geometrycznych
na statyczne obcigzenia wyboczeniowe oraz obszary niestabilnosci. Zalozono m.in., Ze ugigcie
poprzeczne badanej belki jest mate i takie same na catym przekroju, ugigcie oraz rozciaganie rdzenia
jest znikome, a obrotowe efekty bezwtadno$ci w poszczegoélnych warstwach sa pomijane. Stabilno$¢
belek typu sandwich spoczywajacych na dwuparametrowym podtozu sprezystym zbadali réwniez inni
autorzy [126]. Celem analizy byto m.in. okreslenie krytycznych wartosci obcigzenia dla badanej belki.
Ponadto przeprowadzono badania numeryczne. Wykazaly one m.in., ze wraz ze zwiekszaniem
si¢ wskaznika udzialu obje¢tosciowego materialu zmniejszaja si¢ wartosci sity krytycznej w belce.
Wraz ze zwigkszaniem si¢ warto$ci statej sprezyn tworzacych podtoze sprezyste, znaczaco zwigksza
si¢ wyboczenie. Jest ono tym wigksze, im wigksze sg wartosci statych sprezyn tworzacych warstwe
$cinajaca. Ponadto stwierdzono, ze warto$ci obcigzen krytycznych zmniejszaja si¢ wraz
ze zmniejszaniem si¢ grubosci belki.

Kolejnym zagadnienie w przypadku konstrukcji warstwowych jest analiza dynamiczna belek

i innych struktur na podlozu sprezystym. Drgania sprezystej belki typu sandwich na podtozu
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sprezystym przedstawiono w pracy [127]. Do opisu kinematyki warstw wierzchnich zastosowano
hipotezy Bernoulliego. Zatozono, ze rdzen jest sztywny i $ciSliwy. Reakcja podtoza sprezystego
zostata opisana modelem Winklera. Przeprowadzono badania dla belki trojwarstwowej o male;j,
$redniej i1 duzej sztywno$ci podioza sprezystego. Uzyskane wyniki analityczne i numeryczne
pozwalaja wnioskowaé, ze podloze sprezyste o $redniej i duzej sztywno$ci ma znaczacy wpltyw
na warto$ci naturalnych czestotliwosci drgan belki. Wptyw podloza o malej sztywnos$ci mozna
W niektorych przypadkach pomina¢ w analizie drgan. Drgania swobodne belki trojwarstwowej mozna
obliczy¢ wykorzystujac metode sztywnosci dynamicznej oraz metody doswiadczalne [128]. Doktadna
matryca sztywnosci dynamicznej belki o asymetrycznym przekroju poprzecznym zostala opracowana
przy wykorzystaniu teorii dla belek Timoszenki, zasady Hamiltona oraz symbolicznych obliczen.
Wyniki badan pokrywaly si¢ z poprzednimi rezultatami, dotyczacymi belek trojwarstwowych
na podtozu sprezystym. Termomechaniczna analiza drgan belek FG typu sandwich spoczywajacych
na podtozu sprezystym zostata sformutowana w pracy [129]. Belki osadzone zostaty
na dwuparametrowym podtozu sprezystym. Wilasciwosci materialu zmieniaty si¢ wzdluz grubosci.
Otrzymane wyniki byly zgodne z tymi dostgpnymi w literaturze. Zauwazono, ze przy matych
wartosciach temperatur, czgstotliwo$¢ naturalna belki jest silnie uzalezniona od warunkéw
brzegowych. W pracy [130] opisano stabilno$¢ dynamiczng belek na podtozu Winklera. Badania
dotyczyly analizy numerycznej, ktora wykazata m.in., ze czestotliwo$¢ drgan wilasnych belki typu
FGO (functionally graded ordinary) zwigkszata si¢ wraz ze zwigkszaniem si¢ warto$ci parametru
podtoza sprezystego. W przypadku belek typu FGSW (functionally graded sandwich) stwierdzono,
ze warto$ci obcigzenia krytycznego zwigkszajg si¢ wraz ze zwigkszaniem si¢ sztywnos$ci podioza.
Ponadto zauwazono Ze obcigzenie zwickszato sie wraz ze wzrostem grubosci rdzenia. Czestotliwosci,
a takze stabilnos$¢ belki zwickszaty si¢ wraz ze zwigkszaniem si¢ warto$ci modutu podtoza Winklera.
Analiza dynamiczna belek warstwowych na podtozu sprezystym opisana zostata w pracy [131]. Belki
zostaly poddane harmonicznym obcigzeniom osiowym. Celem zwigkszenia warto$ci dynamicznych
obcigzen wyboczeniowych zamodelowano dodatkowa warstwe elektroreologiczng, ktéra pehnita
funkcje rdzenia. Obliczono numerycznie wartosci dynamicznych obcigzen krytycznych, poprzez
zbadanie zachowania si¢ belki przy roznych wartosciach amplitudy obcigzenia. Badania
parametryczne dotyczyly okre$lenia wplywu geometrii belki, sztywno$ci podtoza, obcigzenia
statycznego, zastosowanego napigcia, a takze wlasciwosci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
oraz obszary stabilno$ci w belce. Badania wykazaty, ze zastosowanie pola elektrycznego w warstwie
rdzenia zwicksza stateczno$¢ dynamiczng belki (wigksze warto$ci obciazen). Ponadto podloze
sprezyste redukuje obszary niestabilnosci w badanej konstrukcji. Inne badania [132] dotyczyty analizy
drgan belki typu sandwich o zmiennym przekroju poprzecznym, osadzonej na zmiennym podtozu
sprezystym Winklera. Sprezystosc¢ i gestos¢ belki zmienialy si¢ wzdhuz jej grubosci. Kazda warstwa
byta izotropowa i jednorodna, jednakze udziat frakcji objetosciowej sktadnikow w kazdej warstwie

byt niejednolity. Ponadto szerokos¢ belki zmieniata si¢ w sposéb wyktadniczy wzdtuz dhugosci.
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Wyniki badan analitycznych zostaty porownane z wynikami badan numerycznych. Badania wykazaty
m.in., ze zwigkszenie udziatu objetosciowego ceramiki w belce symetrycznej powoduje zmniejszenie
wartosci czestotliwosci drgan wiasnych. Ponadto czestotliwo$¢ zwigkszata si¢ wraz ze zwigkszaniem
si¢ wartosci wspoOtczynnika sprezystosci podtoza. Saidi i inni [133] przedstawili badania dotyczace
drgan swobodnie podpartej ptyty warstwowej typu FG, spoczywajacej na podlozu sprgzystym
Winklera-Pasternaka. W modelu matematycznym zalozono, ze odksztalcenia zmieniajg
si¢ sinusoidalnie wzdhuz grubosci, natomiast napr¢zenia $cinajace osiggaja wartos¢ zerowa na gornej
i dolnej powierzchni ptyty. Porownano ze soba wyniki przeprowadzonych badan numerycznych
oraz tych dostgpnych w literaturze. Przedstawiono m.in. wartosci czestotliwosci drgan wiasnych
dlaroéznych warto$ci parametrow podtoza Winklera-Pasternaka. Analiza wykazala, ze wraz
ze zwigkszaniem si¢ wartosci parametrow podloza sprezystego zwickszata si¢ wartosci czestotliwosci
drgan wilasnych konstrukcji. Kolejne badania [134] dotyczyty drgan swobodnych niesymetrycznych
belek typu sandwich spoczywajacych na sprezystym podtozu Pasternaka i obcigzonych pulsujaca
silg osiowa. Zbadano (w sposéb numeryczny) m.in. wplyw zmiennych parametréow podtoza
sprezystego, stosunku diugosci belki do grubosci warstwy sprezystej, stosunku modutu warstwy
$cinajacej podtoza do modulu Younga warstwy sprezystej, stosunku modulu $cinania rdzenia
do modutu Younga warstwy sprezystej oraz stosunku grubosci sprezystej warstwy Pasternaka
do dtugosci belki na warto$¢ naturalnej czgstotliwosci belki. Na podstawie badan mozna stwierdzic,
ze zniszczenia konstrukcji mozna unikna¢ wtedy, gdy zadna z wartosci naturalnej czestotliwosci drgan
belki nie odpowiada wartosci czestotliwosci wzbudzenia. Drgania plyt typu sandwich,
spoczywajacych na podtozu sprezystym przedstawiono w pracy [135]. Do wyprowadzenia modelu
matematycznego wykorzystano teori¢ $cinania pierwszego rzedu, ktora obejmuje wazne aspekty
dotyczace odksztatcenia poprzecznego oraz bezwladnosci obrotowej. Zbadano m.in. wplyw udziatu
objetosciowego, grubosci warstw 0oraz warunkow brzegowych na czgstotliwosé drgan whasnych ptyty.
Ponadto zbadano wptyw statych sprezyn na odpowiedz uktadu. Analiza wykazata, ze state sprezyny
w duzym stopniu wplywaja na zmiany czestotliwosci drgan wlasnych ptyty. Wraz ze zwigkszaniem
si¢ stalej sprezyny, zwigksza sie warto$¢ czestotliwosci. Nieliniowa charakterystyka dynamiczna
oraz stateczno$¢ kompozytowej, ortotropowej plyty na podtozu sprezystym Winklera-Pasternaka
zostata zaprezentowana w pracy [136]. W analizie uwzgledniono efekty termiczne. Przedstawiono
charakterystyki czgstotliwosci drgan wiasnych, drgan liniowych i nieliniowych, krzywe amplitud
czestotliwo$ci, a takze nieliniowg dynamiczng charakterystyke badanej ptyty. Wyniki poréwnano
z tymi, dostepnymi w literaturze. Wyznaczono warto$ci obcigzen krytycznych. Ponadto zbadano
wplyw m.in. zmian temperatury, trybow wyboczenia, wlasciwosci podloza sprezystego
oraz imperfekcji na charakterystyke plyty. Zauwazono, ze wartosci dynamicznych obcigzen
krytycznych sa wigksze od obcigzen statycznych. Analiza termiczna wykazala, ze zwigkszenie
temperatury powoduje zwigkszenie wartosci osiowych naprezen Sciskajacych i dodatkowo zmniejsza

poprzeczng sztywno$¢ plyty. Na stabilno$¢ dynamiczng ptyty wplywaja rowniez state podtoza
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sprezystego. Yarovaya przedstawit termosprezyste zginanie kotowej plyty warstwowej z lekkim
rdzeniem na podtozu sprezystym [137]. Reakcja podloza zostata opisana modelem Winklera. Plyta
zostata poddana dziataniu lokalnego, symetrycznego obcigzenia termomechanicznego. Analiza
numeryczna wykazata, ze przy zwigkszaniu sztywnosci podloza, ugiecie przestaje osiaga¢ swoja
maksymalng warto$¢ w $rodku dlugosci konstrukcji, natomiast naprgzenie $cinajace zmienia swoj
znak wzdhiz promienia plyty. Przy dalszym zwickszaniu sztywnosci ptyty wplyw temperatury
na przemieszczenia staje si¢ coraz mniejszy. Sprezyste wihasciwosci rdzenia wykazujg niewielKi
wplyw na ugiecie ptyty, podczas gdy warto$ci naprgzen termomechanicznych zmniejszaja si¢
kilkukrotnie na granicy pomigdzy goérng okladzing a rdzeniem. Zginanie swobodnie podpartej,
lepkosprezystej belki typu sandwich, spoczywajacej na sprezystym podiozu Pasternaka zbadali
Zenkour i inni [138]. Oktadziny zostalty wykonane z materiatu lepkosprezystego, natomiast rdzen —
z materiatu sprezystego. Wiasciwosci materialu zmienialy si¢ stopniowo od oktadzin w kierunku
rdzenia. Przeprowadzono analiz¢ numeryczng zwigzang z ugi¢ciem oraz naprezeniami w badanej
belce. Wyniki poréwnano z tymi otrzymanymi przy zastosowaniu prostej, sinusoidalnej teorii $cinania
dla belek, teorii $cinania pierwszego rzgdu, a takze teorii wyzszego rzgdu. Naprgzenia wystepujace
pomiedzy poszczegolnymi warstwami w kompozytowej, laminowanej belce typu sandwich,
spoczywajacej na podtozu sprezystym i poddanej dziataniu obcigzen poprzecznych przedstawiono
w pracy [139]. Badania dotyczyly statycznej analizy konstrukcji na podtozu Winklera. Na podstawie
przeprowadzonej analizy mozna stwierdzi¢, ze napr¢zenia normalne wykazujg prosty rozktad wzdtuz
grubosci laminatu, podczas gdy rozktad naprgzen S$cinajacych zmienia si¢ w poszczegdlnych
warstwach belki. Problemy z delaminacjg struktur na podtozu sprezystym opisano takze w pracy
[140].

Plyty typu FG spoczywajace na podtozu sprezystym moga by¢ roéwniez badane przy zastosowaniu
hiperbolicznej teorii §cinania. Teoria ta uwzglednia hiperboliczny rozktad poprzecznego odksztatcenia
Scinajacego 1 zaktada, ze odpowiadajace mu naprezenia Scinajace sa rowne zeru na gornej i dolnej
powierzchni ptyty. Metoda ta nie stwarza konieczno$ci stosowania jakichkolwiek dodatkowych
wspotczynnikow korekty $cinania. W pracy [141] hiperboliczna teoria $cinania zostata zastosowana
do analizy kompozytowej plyty typu FG, sktadajacej si¢ z ceramiki (tlenek cyrkonu) i metalu (stop
tytanu) i spoczywajgcej na dwuparametrowym podtozu sprezystym typu Winkler-Pasternak.
Omoéwiono m.in. wpltyw réznych warunkow brzegowych, wartosci wspotezynnikow warstw Winklera
i Pasternaka, czy ksztaltu plyty na wartoSci ugie¢ i naprezen w ptycie. Przeprowadzona analiza
wykazala, ze zastosowana hiperboliczna teoria $cinania jest bardziej dokladna od wcze$niejszych
stosowanych metod (m.in. sinusoidalnej teorii §cinania, teorie $cinania wyzszych rzedow).

Analiza termiczna definiowana jest jako zespdt metod badania zmian wybranych wlasciwosci
fizycznych substancji pod wplywem dziatania temperatury. Metody termiczne, zaleznie od Sposobu
ogrzewania badanego elementu, mozna podzieli¢ na statyczne i dynamiczne. Analiza termiczna

dostarcza wielu informacji dotyczacych zmian wybranych wlasciwosci substancji pod wplywem
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zmieniajacej si¢ w okreslony sposob temperatury. Badania z wykorzystaniem termicznej analizy
konstrukcji na podtozu sprgzystym zostaty przeprowadzone przez wielu autorow. Zenkour i Sobhy
zaprezentowali termiczng analiz¢ wyboczenia r6znego rodzaju ptyt typu sandwich [142]. Do obliczen
zastosowano sinusoidalng teori¢ S$cinania dla plyt. Przyjeto, ze wlasciwosci materiatu
oraz wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej powierzchni plyty warstwowej sa stopniowane
po grubosci. Zatozono, ze warstwa rdzenia jest jednorodna i wykonana z materiatu izotropowego.
W pracy przedstawiono kilka przyktadow symetrycznych ptyt warstwowych. Przyjeto, ze obcigzenia
termiczne sa réwnomierne, a ich rozktad na grubo$ci ptyty jest liniowy i nieliniowy. Otrzymane
wyniki moga postuzy¢ do analizy porownawczej warstwowych plyt utwierdzonych oraz tych
osadzonych na podtozu sprezystym. Dwuwymiarowa analiza drgan swobodnych belek warstwowych
na podtozu sprezystym, poddanych dziataniu temperatury, zostata przedstawiona w pracy [143].
Zatozono, ze wlasciwosci materiatu oktadzin sg zalezne od temperatury i zmieniajg si¢ po grubosci.
Belka sktadata si¢ z dwoch zewngtrznych warstw okalajacych (oktadzin), wykonanych z materiatu
typu FG oraz z rdzenia, skladajacego si¢ z jednorodnego, izotropowego materiatu. Ponadto
cala konstrukcja spoczywata na dwuparametrowym podtozu sprezystym (typu Winklera-Pasternaka).
Obliczono czgstotliwosci drgan belki, uwzgledniajac przy tym z goéry okreslone indukowane
termicznie naprezenia. Zbadano wpltyw kilku parametréw, m.in. Wzrostu temperatury, sztywnosci
podtoza, sztywnosci poszczegdlnych warstw belki czy warunkow brzegowych na czgstotliwos$é drgan
wiasnych konstrukcji. W kazdym z rozpatrywanych przypadkow stwierdzono istotny wplyw
temperatury na otrzymane wyniki. Termiczna i mechaniczna analiza wyboczenia ptyt typu sandwich
z oktadzinami wykonanymi z materiatu typu FG zostata opisana W pracy [144]. Plyta spoczywata
na dwuparametrowym podtozu sprezystym, ktore uzyskano przez dodanie warstwy $cinajacej
(warstwa Pasternaka) do modelu Winklera. Zbadano m.in. wptyw parametréw podloza sprezystego
i wymiarow geometrycznych plyty na jej wyboczenie. Zatozono, ze ptyta jest swobodnie podparta
na wszystkich krawedziach. Zastosowanie warstwy Winklera pozwolilo na odsunigcie punktu
bifurkacji w kierunku wigkszych wartosci obcigzen. W przypadku niestabilno$ci termicznej
i mechanicznej, stata Winklera ma zauwazalny wplyw na posta¢ wyboczenia ptyty, natomiast
w przypadku parametru podloza Pasternaka rodzaj wyboczenia lub réwnomierne dwukierunkowe
obcigzenia nie zmieniajg trybow wyboczenia. Zwigkszanie warto$ci powyzszych parametrow odsuwa
punkt Dbifurkacji. Ponadto stwierdzono, ze m.in. wspotczynnik ksztattu, stosunek grubosci
do szerokosci oraz grubosci rdzenia do grubosci oktadzin wykazujg zauwazalny wplyw na warto$ci
obcigzen krytycznych oraz temperature. Laminaty typu wiokno — metal (FML - fiber-metal laminate)
to nowa klasa materiatow metalowych, sktadajaca si¢ z kliku warstw metalu, potgczonych warstwami
wlokien. Dzigki temu materiat zachowuje si¢ jak metalowa konstrukcja. Posiada on jednak lepsze
wiasciwosci mechaniczne, tj. udarno$¢, odpornos¢ termiczng czy odpornos¢ na korozje. Potaczenie
tych zalet w jednym materiale sprawia, ze laminaty te sg doskonatym materiatem do produkcji struktur

kadtubowych. Nieliniowa odpowiedz dynamiczna belki laminowanej na podtozu sprezystym zostala
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zbadana w pracy [145]. Belka zostata poddana dzialaniu ruchomego obcigzenia harmonicznego
oraz obciazenia termicznego. Podtoze sprezyste bylo odporne na rozciaganie, przenosito wylacznie
obciagzenia $ciskajace. Badania wykazaly, ze im wigksza jest sztywno$¢ podtoza, tym mniejsze bedzie
ugiecie belki typu FML. Kat nachylenia warstwy wiokien ma niewielki wptyw na maksymalne ugiecie
konstrukcji. Ponadto w miar¢ zwigkszania si¢ obcigzen termicznych zwigkszato si¢ ugigcie belki.

Analiza belek na poditozu sprezystym zostata zaprezentowana przez wielu autoréw. Wigkszos¢
Znich przedstawia fizyczny model podtoza jako uktad nieskonczenie wielu spr¢zyn. Zalozenie
to niejednokrotnie moze powodowac¢ trudnoSci przy tworzeniu modelu matematycznego.
We wszystkich  rozpatrywanych przypadkach, wyniki badan analitycznych sa zalezne
od charakterystyk sprezyn. Do najwazniejszych czynnikow determinujacych wilasciwosci belek
na podlozu sprezystym zaliczy¢ mozna sztywnoS$¢ sprezyn, a takze ich potozenie wzgledem
utwierdzenia belki. Ponadto wigkszo§¢ problemow dotyczacych belek na sprezystych podtozach
jest opisywana przy pomocy modelu Winklera. Model ten jest niewystarczajacy przy rozwigzywaniu
wielu probleméw technicznych. Glowna jego wada jest fakt, iz w analizie modelu pomija si¢ efekt
$cinania pomigdzy elementami sprezynowymi. Analizujac dotychczasowy stan wiedzy nie znaleziono
innych modeli sprezystego podtoza niz uktady sprezyn. W niniejszej pracy zaprezentowano nowe
rozwigzanie analityczne dotyczace belek jednorodnych i trojwarstwowych na podtozu sprezystym.
Rozpatrywane podloze zostalo opisane funkcja matematyczng. Ksztalt podloza jest uwarunkowany
ksztattem wykresu funkcji, ktéra go opisuje. Mozna go zatem opisa¢ dowolng funkcja, zgodng
z warunkami brzegowymi. Ponadto w pracy zaprezentowano oryginalng funkcj¢ ugiecia konstrukcji
jednorodnych i trojwarstwowych. Wstepne badania byly prezentowane na konferencjach
miedzynarodowych: 6" European Conference on Computational Mechanics (ECCM 6)
an d7" European Conference on Computational Fluid Dynamics (ECFD 7) w Glasgow w 2018 roku
oraz 4" Congress of Mechanics and 23" International Conference on Computer Methods in Mechnics
(PCM-CMM) w Krakowie w 2019 roku.

Praca dotyczy badan podstawowych w zakresie modelowania analitycznego i numerycznego
wyboczenia (obcigzen krytycznych). Przedmiotem badan opisanych w niniejszej pracy sg belki
jednorodne i trojwarstwowe z rdzeniem w postaci pianki aluminiowej, spoczywajace na sprezystym
podtozu. W rozdziale pierwszym przedstawiono przeglad literatury dotyczacy wielu zagadnien
zwigzanych z konstrukcjami jednorodnymi i warstwowymi. Zaprezentowano najwazniejsze
wlasciwosci  tego typu struktur, a takze przeglad dotychczasowych badan analitycznych
I numerycznych dotyczacych m.in. zjawiska wyboczenia konstrukcji. W rozdziale drugim
sformulowano cel i zakres pracy. Okreslono gltowne tezy rozprawy doktorskiej, a takze zadania
badawcze. W rozdziale trzecim przedstawiono wlasny model analityczny zjawiska wyboczenia belki
jednorodnej i trojwarstwowej. Zapisano rownania rownowagi dla konstrukcji wraz z rozwigzaniami.

Rozdziat czwarty dotyczyl analizy MES. Utworzono modele belek w systemie SolidWorks,
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zdefiniowano warunki brzegowe, a nastgpnie wyznaczono numerycznie warto$ci obcigzen
krytycznych dla wybranych rodzin belek.

Podjeta w rozprawie tematyka badawcza jest zgodna ze wspdiczesnymi badaniami $wiatowymi
i stanowi wktad w jej rozwdj. W ostatnich latach mozna zauwazy¢ znaczny wzrost liczby publikacji

dotyczacych problemow statecznosci konstrukcji na podiozach sprezystych.
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2. Cel i zakres pracy
Glowne tezy rozprawy

Koncepcja rozprawy doktorskiej

Cel Pracy: Wprowadzenie uogolnienia znanych modeli podtoza sprezystego polegajacego
na przyjeciu jego zmiennych wlasciwosci. Modelowanie matematyczne jednorodnej
i trojwarstwowej belki na podtozu sprezystym o zmiennych wiasciwosciach geometrycznych
podtoza, podpartych przegubowo. Rozwigzanie analityczne dotyczace belek poddanych
$ciskaniu w ptaszczyznach osiowych. Numeryczne badania metoda elementow skonczonych
przy uzyciu programu SolidWorks. Wyznaczenie obcigzen krytycznych dla dwdch rodzajow

belek. Porownanie otrzymanych wynikoéw analitycznych i numerycznych.

Tez racy: Wartosci sit krytycznych w  badanych belkach zalezq od wiasciwosci
geometrycznych podioza. Wraz ze zmiang wartosci parametru k oraz parametru przesuniecia
funkcji ksztattu p (belki jednowarstwowe o niesymetrycznych wlasciwosciach poditoza)
zmieniajq sie wartoSci obcigzen krytycznych Focr. Podobng sytuacje mozna zaobserwowad

W przypadku belek trojwarstwowych.

Cel pracy zostanie osiggniety dzigki wykonaniu nastepujqgcych zadan:

1. Modelowanie matematyczne jednorodnej i trojwarstwowej belki na podiozu
sprezystym podpartych przegubowo, w tym

»  sformufowanie rownania rozniczkowego linii ugiecia belki jednorodnej
z uwzglednieniem sprezystych wlasciwosci podloza,

»  zalozenie funkcji okreslajqcej ksztalt podioza sprezystego;

"  wyznaczenie wzoru na sile krytyczng Sciskanej belki jednorodnej
na podtozu sprezystym;

v  przykladowe  obliczenia  —  wyznaczenie  obcigzen  krytycznych
dla wybranych rodzin belek;

»  zdefiniowanie pola przemieszczen — deformacji prostej normalnej
do plaszczyzny Srodkowej belki trojwarstwowej na podtozu sprezystym;

»  okreslenie odksztalcen, naprezen, energii odksztatcenia sprezystego, energii
kinetycznej i pracy obcigzenia;

»  wyprowadzenie uktadu rownan rownowagi z zasady stacjonarnosci catkowitej
energii potencjalnej;

v  przykladowe obliczenia — Wyznaczenie obcigzen krytycznych dla wybranych

rodzin belek trojwarstwowych;
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= poréwnanie wynikéw dla belek jednorodnych i tréjwarstwowych na podtozu
Sprezystym.

Modelowanie numeryczne jednorodnych i tréjwarstwowych belek na podiozu
Sprezystym, w tym

= utworzenie modeli numerycznych belek w systemie SolidWorks;

»  zdefiniowanie warunkow brzegowych;

*  wyznaczenie numeryczne obcigzen krytycznych dla wybranych rodzin belek.
Analiza  porownawcza  wynikéw  otrzymanych — metodami  analitycznymi
i numerycznymi.

Sformutowanie wnioskow.
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3. Badania analityczne
3.1. Belki jednorodne na podtozu sprezystym

Model zostal wyprowadzony w oparciu o liniowe wtasciwosci belki jednorodnej [146]. Schemat

badanej belki przedstawiono na rysunku 2.

EJ.
Fy, J .
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gl T\r“ _ q,(x) _ -—T’{? FA X
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B
Rys. 2. Schemat belki jednorodnej
Roéwnanie rozniczkowe linii ugigcia belki przedstawiono za pomocg réwnania:
v d*v
E]zﬁ + Foﬁz —qr(x), 1)
gdzie qy(x) Jest intensywnoScia obcigzenia — reakcja podloza  sprezystego [m—l\in]
1 qr(x) = c(x) - v(x); c(x) jest whasciwoscig — statg podtoza [mljnz], a v(x) jest ugieciem belki [mm].

Zatem, roéwnanie (1) mozna zapisa¢ W nastepujacej postaci:

E]Z% + FOZZTZ+ c(x) - v(x) =0. 2
Funkcje ksztattu (rys. 3) dla zmiennych wiasciwosci belki (podtoza sprezystego) zapisano:
c(x) = co - ¢ sink(nf), (3)

gdzie & = 2—6; 0< & < 1; ak jest liczbg naturalng.

Na rysunku 4 pokazano ksztatt wykresu funkcji (3) w zaleznosci od przyjetej warto$ci parametru k.
Z rysunku wynika, ze parametr k ma istotny wptyw na posta¢ wykresu funkcji (3).

Funkcje ugiecia zalozono W nastepujacej postaci:

v(x) = v, - sin (mné) - sin™(wé), 4)

gdzie m i n sg liczbami naturalnymi, a v, amplituda ugiecia.

Podstawiajac funkcje (3) i (4) do rownania (2), otrzymano:

®(§) = m*E], 25 fo(E) + Fo - w2 5 £5,(8) + [co — c15in* (wE)] - vy sin(mm§) sin™(w) = 0,  (5)

L2

gdzie f, i f4 sg pochodnymi réwnania (4) odpowiednio drugiego i czwartego rzedu.
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Rys. 3. Funkcja ksztattu parametru c(x)
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Rys. 4. Ksztatty wykresu funkcji w zalezno$ci od warto$ci parametru K

Stosujac metode Galerkina, zapisano warunek:

1

JCD(E) - sin(mmé)sin™(né)dé = 0.

0

Po wykonaniu catkowania, otrzymano rownanie algebraiczne

2

Ty 2 L
(D) Beds=Fodo+(2) Jo=0,
z ktorego wyznaczono obcigzenie
o= e Funse + (2)
0 _]2 4 EULER T ol
gdzie

n2E],

FryLer = Tz

1
da*v

4
Ja= (_) agt sin(mn§) - sin™ (w§)d§,
0

b=—Gf£é§smwmasmwﬂwa

T

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)
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Jo = Jyleo = 1sin® ()] [sin(mn) sin" (n)]de. 12)

Obcigzenie krytyczne Focr jest funkcjg parametrow geometrycznych i mechanicznych belki

jednorodnej oraz liczb m i n, zatem:

JaFsunert(% ) o

Dokonano obliczen wartosci obcigzen krytycznych i naprezen dla zmiennych warto$ci parametrow
m i n oraz dla nastgpujacych danych liczbowych: ¢y = 10 MPa, E = 200 000 MPa, L = 1200 mm,
], = 240 mm* oraz A = 180 mm?2. Wyniki uzyskane dla réznych wartosci stosunku c;/c, oraz
parametru k zestawiono w tabelach 1-9.

Obliczenia przedstawione w tabelach odnosza si¢ do sprezystego podloza o zmiennych
wlasciwo$ciach mechanicznych. Poroéwnujac ponizsze wyniki z podtozem o statych parametrach
(c, = 0, wtedy n = 0) oraz podstawiajac nastepujace dane J, = 2048, J, =32, J, =5 i m =8,
obliczono wartosci obcigzen krytycznych. Otrzymane wartosci sg takie same jak te obliczone
za pomocg rownania (13) i odnoszace si¢ do zmiennych wlasciwosci podloza sprezystego. Krytyczna
warto$ci obcigzenia dla statych i zmiennych whasciwosci podtoza jest taka sama w obu przypadkach

i wynosi Fo cr = 43,852 kN.

Tabela 1. Warto$ci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwosciach (k = 1)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 43,221 41,316 39,404 36,779 34,154 31,530 28,179 24,585
ocr [MPa] 240,1 229,5 218,9 204,3 189,7 175,2 156,6 136,6
m 8 8 7 7 7 7 6 6
n 1 1 2 2 2 2 3 3

Tabela 2. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
0 zmiennych wtasciwosciach (k = 3)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 07 08
]
Focr [KN] 43602 | 42,078 | 40364 | 38279 | 35868 | 33490 | 30,972 | 27,402
6cr [MPa] 2422 233.8 2242 2127 1993 1861 172.1 1522
m 8 8 8 7 7 7 6 6
n 1 1 2 2 3 3 4 4

Tabela 3. Warto$ci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 07 08
0
Focr [kN] 43820 | 42481 | 40941 | 39110 | 36,949 | 34703 | 32444 | 29466
ock [MPa] 2434 236.0 2275 2173 2053 192.8 1802 1637
m 8 8 8 7 7 7 7 6
n 1 2 2 3 3 4 4 4
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Tabela 4. Wartosci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprgzystym

0 zmiennych wlasciwo$ciach (k = 10)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 44,114 43,068 41,820 40,513 38,577 36,641 34,705 32,770
ocr [MPa] 245,1 239,3 232,3 2251 2143 203,6 192,8 182,1
m 8 8 8 7 7 7 7 7
n 1 2 2 4 4 4 4 4

Tabela 5. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

0 zmiennych wlasciwo$ciach (k = 15)

G

o 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 44,271 43,412 42,337 41,262 39,584 37,849 36,115 34,381
ocr [MPa] 246,0 241,2 235,2 229,2 219,9 210,3 200,6 191,0
m 8 8 8 8 7 7 7 7
n 1 2 2 2 4 4 4 4

Tabela 6. Warto$ci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu spr¢zystym

0 zmiennych wlasciwo$ciach (k = 20)

1

p 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0
Focr [KN] 44,373 43,620 42,694 41,738 40,252 38,651 37,050 35,449
ocr [MPa] 246,5 2423 237,2 231,9 223,6 214,7 205,8 196,9
m 8 8 8 8 7 7 7 7
n 1 1 2 2 4 4 4 4

Tabela 7. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

0 zmiennych wtasciwosciach (k = 30)

P 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 44,509 43,892 43,190 42,400 41,054 39,614 38,173 36,733
ocr [MPa] 2473 243,8 240,0 235,6 228,1 220,1 2121 2041
m 8 8 8 8 7 7 7 7
n 1 1 2 2 4 4 4 4

Tabela 8. Warto$ci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

0 zmiennych wlasciwo$ciach (k = 40)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 07 08
0
Focr [kN] 44.603 | 44,080 | 43543 | 42860 | 41511 | 40,162 | 38813 | 37,465
ock [MPa] 2478 2449 2420 238.1 2306 2231 2156 208.1
m 8 8 8 7 7 7 7 7
n 1 1 2 4 4 4 4 4

Tabela 9. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

0 zmiennych wtasciwosciach (k = 50)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 44,675 44,223 43,771 43,102 41,814 40,526 39,238 37,949
ocr [MPa] 248,2 245,7 243,2 239,5 232,3 2251 218,0 210,8
m 8 8 8 7 7 7 7 7
n 1 1 1 4 4 4 4 4
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Wyniki zestawione w tabelach przedstawiono w formie graficznej na wykresach 5 i 6. Warto$ci
obcigzen krytycznych sa zalezne od wartosci stosunku c; /¢, Oraz parametru k. Najwigksze warto$ci
Fy cr uzyskano dla najwiekszych wartosci parametru k oraz dla najmniejszej warto$ci stosunku ¢y /co.

Najwigksze obcigzenie wyniosto Fy cr = 44,675 kN i otrzymano je dla k = 50 oraz ¢; /¢y = 0,1.

45|

40r 1 — k=1
k=3
— k=5
35 1 — k=10
— k=15
— k=20
30+ 4 — k=30
k=40
— k=50

251 1

cilcy
Rys. 5. Wplyw warto$ci parametru k oraz stosunku ci/co na warto$ci obcigzen krytycznych

For [KN]

45|

40

"
L // 1 — ciep=01
cylcg=0.2
a5l 1 — cylcg=0.3
— Cy/cp=0.4
— Cylcg=05

For [KN]

0 1 = cilcp=06
— cylcg=07
cyleg=0.8

251+

Rys. 6. Wplyw warto$ci stosunku €1/Co0raz parametru k na wartosci obcigzen krytycznych

Tabele 1-9 przedstawiaja wyniki dla naturalnych warto$ci parametru k. W tabelach 1018
przedstawiono obliczenia dla wymiernych wartosci wyktadnika potegowego funkcji (3). Najwigksze
warto$ci Fy cg Uzyskano, tak jak w poprzednim przypadku, dla najwigkszych warto$ci parametru k

oraz dla najmniejszej wartosci stosunku c; /co. Najwigksze obcigzenie wyniosto Fy cp = 43,072 kN
i otrzymano je dla k :% oraz c¢;/cy = 0,1. Wyniki zestawione w tabelach przedstawiono w formie

graficznej na wykresach 7 i 8.
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Tabela 10. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

o zmiennych wilasciwosciach (k = E)

1

&

p 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 43,072 41,018 38,909 36,239 33,520 30,768 27,117 23,407
ocr [MPa] 239,3 227,9 216,2 201,3 186,2 170,9 150,7 130,0
m 8 8 7 7 7 7 6 6
n 1 1 1 1 2 2 2 2

Tabela 11. Wartosci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

o zmiennych wilasciwosciach (k = 5)

1

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 43,014 40,902 38,683 35,937 33,192 30,446 26,678 22,905
ocr[MPa] 239,0 227,2 214,9 199,7 184,4 169,1 148,2 1273
m 8 8 7 7 7 7 6 6
n 1 1 1 1 1 1 2 2

Tabela 12. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

. e 1
o zmiennych wlasciwosciach (k = Z)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0
Fo,cr [kN] 42,983 40,840 38,562 35,777 32,991 30,205 26,450 22,617
ocr[MPa] 238,8 226,9 214,2 198,8 183,3 167,8 146,9 125,7
m 8 8 7 7 7 7 6 5
n 1 1 1 1 1 1 2 2

Tabela 13. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

. e 1
o zmiennych wilasciwosciach (k = E)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 42,964 40,802 38,487 35,677 32,866 30,055 26,302 22,391
ocr [MPa] 238,7 226,7 213,8 198,2 182,6 167,0 146,1 1244
m 8 8 7 7 7 7 6 5
n 1 1 1 1 1 1 1 2

Tabela 14. Wartoéci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

: g 1
o zmiennych wlasciwoséciach (k = g)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 07 08
]
Focr [KN] 42,951 | 40,776 | 38436 | 35608 | 32,781 | 29,953 | 26140 | 22,239
ocr [MPa] 2386 2265 2135 1978 1821 166,4 1452 1236
m 8 8 7 7 7 7 6 5
n 1 1 1 1 1 1 1 2
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Tabela 15. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

. e 1
o zmiennych wilasciwosciach (k = ;)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 42,942 40,757 38,399 35,559 32,719 29,860 26,022 22,130
ocr [MPa] 238,6 226,4 213,3 197,6 181,8 165,9 144.6 122,9
m 8 8 7 7 7 6 6 5
n 1 1 1 1 1 1 1 2

Tabela 16. Wartosci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

o zmiennych wilasciwosciach (k = %)
C
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
(0]
Fo.cr [KN] 42,934 40,742 38,371 35,521 32,672 29,784 25,933 22,047
ocr [MPa] 238,5 226,3 213,2 197,3 181,5 165,5 144,1 122,5
m 8 8 7 7 7 6 6 5
n 1 1 1 1 1 1 1 2

Tabela 17. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

. e 1
o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

c
C—1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0
Fo,cr [kN] 42,929 40,731 38,349 35,492 32,635 29,724 25,863 21,982
ocr[MPa] 238,5 226,3 213,1 197,2 181,3 165,1 143,7 122,1
m 8 8 7 7 7 6 6 5
n 1 1 1 1 1 1 1 2

Tabela 18. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym

o zmiennych wlasciwoséciach (k = %)
C
C—1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[kN] 42,924 40,722 38,331 35,468 32,605 29,675 25,807 21,902
ocr [MPa] 238,5 226,2 213,0 1970 181,1 164,9 1434 1217
m 8 8 7 7 7 6 6 5
n 1 1 1 1 1 1 1 1

For [KN]
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40}
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Rys. 7. Wplyw warto$ci parametru k oraz stosunku ci/Co na wartosci obcigzen krytycznych
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For [kN]
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1 1cg=0.2
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cp=0.5

— Cylcg=0.6

cp=0.7

251 ] c;lcy=0.8
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k
Rys. 8. Wplyw warto$ci stosunku €1/Co0raz parametru k na wartosci obcigzen krytycznych

Powyzsze rozwigzanie analityczne dotyczyto belki jednorodnej o symetrycznych wiasciwosciach
podtoza sprezystego. Dalsza czgs¢ badan przedstawia belke o niesymetrycznych wilasciwosciami
podtoza. Rownanie rézniczkowe linii ugiecia belki jest takiej samej postaci, czyli:

d*v d*v
E]ZW + F0W+c(x) -v(x) = 0. (14)

Zmianie ulega réwnanie okre$lajace ksztalt podloza sprezystego (funkcja ksztaltu). Roéwnanie
uzupetniono o parametr przesunigcia — p. W modelu zatozono przesunigeie funkcji w stosunku
do prawego konca belki (przesunigcie w stosunku do lewego konca belki skutkuje zmiang znaku

w rownaniu (15) z ,—” na ,+”). Na rysunku 9 przedstawiono ksztatty wykresu funkcji (15)

W zaleznosci od wartosci parametru k, dla przesuniecia p = 0,1 oraz p = 0,3.

c(x) = ¢o - ¢ysin [1(§ — p)]*. (15)
0 L2 L
10} 1
k=5
8} ]
k=20
k=50
= 6 k=100
L&)
----- k=5
Ar k=20
k=50
2r 1 e k=100
0% L2 L

X
Rys. 9. Ksztatty wykresu funkcji w zalezno$ci od warto$ci parametru K dla belki o niesymetrycznych
wlasciwosciach podtoza sprezystego
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Funkcje¢ ugigcia przedstawia roéwnanie (4). Rownanie rézniczkowe belki mozna ostatecznie zapisac
nastepujaco:

() = m*El, 5 fo(©) + Fo w5+ f5(8) + [co — cysin [K(§ — p)]¥] - vy sin(mm) sin (w§) = 0,  (16)

L2

gdzie f, i f4 sa pochodnymi rownania (4) odpowiednio drugiego i czwartego rzg¢du.

Do obliczenia krytycznej warto$ci obcigzenia ponownie zastosowano metod¢ Galerkina. Warunek,
rozwigzanie algebraiczne oraz wzoér na obcigzenie przedstawiaja odpowiednio rownania (6-8).
Roéwnania (9—11) sa takie same dla belki o symetrycznych jak i niesymetrycznych wtasciwosciach.

Zmianie ulega rownanie (12), ktére mozna zapisa¢ w postaci:

Jo = J, o = cysin [w(§ = p)]¥] [sin(mme) sin® (m€)1?dé. (17)

Koncowe rownanie mozna zapisa¢ tak samo, jak w przypadku belki o symetrycznych wlasciwosciach:

]4'FEULER+<§2)'10} (18)

FO,CR = mll’l{
mn J2

Dokonano obliczen warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen dla zmiennych wartoci parametrow
m i n oraz dla nastgpujacych danych liczbowych: ¢, = 10 MPa, E = 200 000 MPa, L = 1200 mm,
J, =240mm* i A=180mm?2 Wyniki uzyskane dla réznych wartosci stosunku c,;/c, oraz

parametrow k i p zestawiono w tabelach 19-27.

Tabela 19. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wilasciwosciach (k = 1)

C1/Co 0,2 04 0,6 08 p

Focr [KN] 41,503 37,293 32,301 25,992

ocr [MPa] 230,6 207,2 179,5 144.4 o1
m 8 7 7 6 '
n 1 2 2 3

Focr [KN] 42,044 38,784 34,537 30,077

ocr [MPa] 2336 2155 191,9 167,1 02
m 8 7 7 6 '
n 1 2 2 3

Focr [KN] 42,387 40,647 38,021 34,936

ocr [MPa] 2383 2258 2112 194.1 03
m 8 8 7 7 '
n 1 1 2 2

Focr [KN] 43,949 42,772 41,594 40,417

ocr [MPa] 2442 237,6 231,1 2245 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1
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Tabela 20. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wiasciwosciach (k = 3)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 0,8 p

Fo.cr [KN] 42,296 39,128 34,998 30,348

ocr [MPa] 235,0 217,4 194,4 168,6 01
m 8 7 7 6 '
n 1 2 3 4

Fo.cr [KN] 42,874 40,621 38,135 35,207

ocr [MPa] 238,2 2257 211,9 195,6 0.2
m 8 8 7 7 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 43,628 42,130 40,632 39,133

ocr [MPa] 2424 2341 2257 2174 0.3
m 8 8 8 7 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 44,398 43,669 42,941 42212

ocr [MPa] 246,7 242,6 238,6 234,5 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Tabela 21. Wartoéci obcigzen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 0,8 p

Fo.cr [kN] 42,721 40,118 36,579 32,853

ocr [MPa] 237,3 2229 203,2 182,5 01
m 8 8 7 7 '
n 1 2 3 3

Fo.cr [KN] 43,267 41,407 39,547 37,249

ocr [MPa] 240,4 230 219,7 206,9 0.2
m 8 8 8 7 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 43,954 42,781 41,608 40,436

ocr [MPa] 2442 237,7 231,2 224.6 03
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Focr [KN] 44,591 44,055 43,519 42,984

ocr [MPa] 2477 244.8 2418 2388 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Tabela 22. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wiasciwosciach (k = 10)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 0,8 p

Fo.cr [KN] 43,277 41,280 38,887 35,931

ocr [MPa] 240,4 229,3 216,0 199,6 01
m 8 8 7 7 '
n 1 2 3 3

Fo.cr [KN] 43,737 42,348 40,959 39,569

ocr [MPa] 243,0 235,3 227,6 219,8 02
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 44,306 43,486 42,666 41,845

ocr [MPa] 246,1 241,6 237,0 232,5 03
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 44,766 44,407 44,047 43,687

ocr [MPa] 248,7 246,7 2447 2427 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1
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Tabela 23. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wiasciwosciach (k = 15)

c1/Co 0,2 04 0,6 08 D

Focr [KN] 43,567 41,916 40,092 37,731

ocr [MPa] 242,0 232,9 222,7 209,6 01
m 8 8 8 7 '
n 1 2 2 3

Focr [KN] 43,969 42,811 41,653 40,495

ocr [MPa] 2443 23738 2314 225,0 02
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Focr [KN] 44,465 43,804 43,143 42,482

ocr [MPa] 247,0 2434 239,7 236,0 03
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Focr [KN] 44,876 44,626 44,376 44,126

ocr [MPa] 2493 2479 2465 2451 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Tabela 24. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wiasciwosciach (k = 20)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 0,8 p

Fo.cr [kN] 43,753 42,328 40,710 38,989

ocr [MPa] 2431 235,2 226,2 216,6 01
m 8 8 8 7 '
n 1 2 2 3

Focr [KN] 44111 43,095 42,079 41,063

ocr [MPa] 245,1 239,4 233,8 228,1 02
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 44,559 43,991 43,424 42,856

ocr [MPa] 247,6 244 4 241,2 238,1 03
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr[KN] 44,918 44,710 44,502 44,293

ocr [MPa] 2495 248,4 247,2 246,1 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Tabela 25. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wiasciwosciach (k = 30)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 08 p

Focr [KN] 43,986 42,845 41,488 40,130

ocr [MPa) 2444 238,0 230,5 222,9 01
m 8 8 8 8 '
n 1 1 2 2

Focr [KN] 44,274 43,421 42,568 41,715

ocr [MPa] 2460 241,2 236,5 2318 02
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Focr [KN] 44,668 44,210 43,752 43,294

ocr [MPa] 2482 2456 2431 2405 03
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Focr [KN] 44,975 44,824 44,673 44,521

ocr [MPa] 249,9 2490 2482 2473 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1
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Tabela 26. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wiasciwosciach (k = 40)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 0,8 p

Fo.cr [KN] 44,133 43,140 41,984 40,791

ocr [MPa] 24572 240,0 233,2 226,6 01
m 8 8 8 8 '
n 1 1 2 2

Fo.cr [KN] 44,361 43,596 42,830 42,065

ocr [MPa] 246,5 2422 237,9 233,7 0.2
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 44,729 44,332 43,935 43,538

ocr [MPa] 248,5 246,3 2441 241,9 0.3
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 45,008 44,890 44771 44,653

ocr [MPa] 250,0 2494 248,7 248,1 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Tabela 27. Wartoéci obciazen krytycznych i napr¢zen normalnych dla belki jednorodnej na podtozu sprezystym
o zmiennych wtasciwosciach (k = 50)

C1/Co 0,2 0,4 0,6 0,8 p

Fo.cr [kN] 44,239 43,352 42,345 41,272

ocr [MPa] 245,8 240,8 235,3 229,3 01
m 8 8 8 8 '
n 1 1 2 2

Fo.cr [KN] 44,415 43,703 42,991 42,280

ocr [MPa] 246,8 2428 238,8 234,9 0.2
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Fo.cr [KN] 44,766 44,407 44,047 43,687

ocr [MPa] 248,7 246,7 2447 2427 03
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Focr [KN] 45,030 44,933 44,837 44,740

ocr [MPa] 250,2 2496 249,1 248,6 04
m 8 8 8 8 '
n 1 1 1 1

Wyniki zestawione w tabelach przedstawiono w formie graficznej na wykresach 10-18. Wartosci
obcigzen krytycznych sg zalezne od wartosci stosunku ¢, /¢y Oraz parametru k. Najwigksze warto$ci

Fy cr uzyskano dla najwigkszych wartosci parametru k oraz dla najmniejszej wartoSci stosunku ¢; /c.
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Rys. 11. Wptyw wartosci parametru K i p oraz stosunku ¢1/co na warto$ci obcigzen krytycznych (k = 3)
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Rys. 12. Wptyw wartosci parametru K i p oraz stosunku c1/cona warto$ci obcigzen krytycznych (k = 5)
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Rys. 18. Wptyw wartosci parametru K i p oraz stosunku c1/Cona wartosci obcigzen krytycznych (k =50)

Na warto$¢ obcigzen krytycznych wptywa rowniez parametr przesunigcia p. Wraz ze zwigkszaniem
si¢ wartosci parametru p zwigksza si¢ warto$¢ Fy cg. Najwigksza warto$¢ wyniosta Fy cp = 45,030 kN

I otrzymano ja dla k = 50, ¢; /¢y = 0,2 oraz p = 0,4.
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3.2. Belki tréjwarstwowe na podtozu sprezystym

Badania dotyczag belki trojwarstwowej na podtozu sprezystym, obcigzonej sitg $ciskajaca
przytozong w plaszczyznie osiowej (rys. 19). W modelu analitycznym zastosowano klasyczng

hipotezg linii tamane;j (rys. 20).

N e e q —— =

o+—tt+—F—-——-—-- f s s S —— e s e s —aeEe e
X ; X
y u(x,y,t) J y

M| L I s ) R I EEEEEEES 8

u(x,1)

Rys. 20. Klasyczna hipoteza linii tamane;j
Przemieszczenie wzdluzne kazdej warstwy belki po odksztalceniu, odksztatcenia oraz

kat odksztatcenia postaciowego zdefiniowano nastepujaco:

a) oktadzina gorna: —(t; + %tc) <y<-— %tc

=y _ _ou_ (9% %y _ou v _
u(x'y't)_ yax uf(x't)' gx_ax_ (y6x2+ax)' yxy_6y+6x_0' (19)

, 1 1
b) rdzen: —Stesy szt

_w urGet) _ (a_v _ uf<x't>) _ou_ (az_v _z. "’ﬁ)
u(x’y’ t) = yax +2y te ox 2 te /' & = ax oxz  te ox/'
LY. 16.35)
Yoy = 24 2 = g M0, (20)

¢) oktadzina dolna: %tc Sys<tr+ %tc

9 d 92 4
u(x;y, t) = _Y£ + uf(x’ t)l ¢c-‘x = i = - (y_v - ﬂ)' yxy = 0 (21)

dax2 ax
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Energie odksztalcenia sprezystego gornej oktadziny mozna zapisaé nastepujgco:

_ L 2,82 2
uh = %Efbfo [%tf(zlt} + 6tpte +3t2) - (55) —te(ty +¢ )Zx'z’ aatf +t (‘%) ]dx.

Energia odksztatcenia sprezystego rdzenia:
L 2 2
@ _1 Lys|(Ly) _ 2 2w oup 4 (O 2t 4y G
Ue™ = zECbJ; {12 te [(axz) tc 0x% ox ta (6x) ]+ 1+ve  t2 dx
Energia odksztatcenia sprezystego dolnej oktadziny:
U(z—f)_1EbL1 42+ 6 32.62172 9%y dug aufzd
e =3Eb) Etf( tf + 6tpt, + 3t2) (ﬁ) —tf(tf+tt)a o, +tf(g) X.

Catkowita energia odksztatcenia sprezystego oktadzin moze by¢ wyrazona wzorem:

Ug(u_f) — Ug(l_f) — U‘,_Ef),

gdzie
‘(1 a* 1
v
suY) = 2Efbtfj {E (4t7 + 6t5t, + 3t2) o V) - E(tf +tc)

a3 0 2

[ - (8v )—— (auf)] (5uf)}dx

' 1 o*v 2 [o3 4 0

“f uf
5U§C)=Ecbtcf {12t2 [_ (6v) — [ PR P 3(5 f)] - —— (Bug)| +

0

Ur
t—z (5 uf)} dx.
c
Energie kinetyczna mozna zapisa¢ nastepujaco:
1 (L ov\> 1 L v\
T = Ebfo (thgf + tcgc) (E) dx = Eb(thgf + tcgc)fo (E) dx,
co ostatecznie daje
L %v
6T = —b(thgf + tcgc)f ﬁ(Sv)dx.
0
Pracg obcigzenia mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

W= fOL {—%Qf(x) “v(x) + %Fo (%)2} dx, qr=c(x)-v(x),

Co ostatecznie mozna zapisa¢ w postaci:

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(@7)

(28)

(29)

(30)
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1

W= EJ;L {—c(x) v3(x) + Fy (%)Z}dx, SW = J;L {—c(x) “v(x) - (6v) — FO%(&O} dx. (31)

§v mozna zapisac:

auf

a3
LErbty (467 + 6tyte + 3t2) 20 — Epbty(ty + ) S+ LEbe2 - 20— LE be?

[cGo) - v@) + Fy g] +b(2trg; + tcgc) ZT =0,

+
(32)

co ostatecznie daje

2%v 2*v

a3
My 22+ Gy T2 = 4 Fy T2 4 () v, 0) = (33)
gdzie
o

t
my, = btcgc(l + 2 -vof), Xr = é, Vof = o

~ ~ E
my, =my- btcgc, my = 1+ ZXf . vOf’ ef = E_i,

Cop = %Ecbtg[l +2e,(346xr +4xH)xs] o = E bti Gy Cp =1+ 2e,(3+ 615 +4x7) s,

w=ZEbtZ[1+6e,(1+x)xr)  Cou= B2 Gy G = [146e(1+x7)2s]-
Funkcje ksztattu dla zmiennych wtasciwosci belki (podtoza sprezystego) zapisano:
c(x) = co - ¢ sink (), (3)
gdzies =% 0<é<1,
Rownanie (3) mozna rowniez zapisa¢ za pomoca funkcji bezwymiarowej:
c(x) = co[1 — ¢ - sink(nd)], (34)
gdzie ¢, = E—;

Po przeksztatceniu, rownanie (33) mozna zapisac nastepujgco:

f+F0 = +co[1 — ¢, - sin*(md)]- v(x, t) = 0. (35)

*v
bt.g. - My, 6t2+ L E,bt3- by~ 1E.bt? - cvu -

Dalsza analiza dotyczy zagadnien statycznych dlatego rownanie (35) mozna przedstawié
w skroconej formie:

duf

é E.bt3-¢ E bt? - +F0 +c0[1 — & - sinf(m&)]-v(x) =0, (36)

vvd4

ktora mozna przeksztalci¢ do nastgpujacego rownania
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d*v 1 d3us F, d*v o

Gy — 28— —L 412 — 2 =~ 412 O
Cov gt T SO s E.bt? dx? T E.bt

[1—¢ - sin®(mE)] v(x) = 0.
Rownanie (37) stanowi pierwsze rownanie rownowagi. Drugie rownanie jest postaci

ddv 1 . d*u E,
*Cyu ﬁ—gEcbtc " Cuu 2

b
—-ur(x) =0,

1
B, bt? ke S
6 ¢ dx? 1+v, t,

ktore mozna przeksztalci¢ o nastgpujacego réwnania

gdzie

(37)

(38)

(39)

Roéwnania (37) 1 (39) stanowia uktad rownan rownowagi. Zapisujac je jako funkcje bezwymiarowe

(bezwymiarowa wspotrzedna £) otrzymujemy:

dv Ad3uf+ FyA? d2v+12 o tc 21— & - sink ()] v () = 0
Cop d$4 Cou d€3 E_bt, dfz E b Cq - sin*(m v(é) =
oraz
L 2 =0
Cou d€3 Cuu dfz 1+Vc uf(f) - Y
gdzie

x=E-L, 1= ti, v( &) = v, - sin(mné) - sin™(wg), ur(§)= czsinh(ag) + cycosh(ag) + upo($),

6 A2

14+ve Gy

a= m=123,...in=123,....

Réwnanie us (&) mozna przedstawi¢ W przyblizonej postaci:
up(§)= ug, * cos (mm) - cos™(ms),
gdzie up, = c - v,.

Roéwnanie (41) mozna przeksztatci¢ do nastepujacej formy:

Stosujac metode Galerkina, zapisano warunki dla rownan (40) i (41):

(40)

(41)
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f{r(’)wnanie (40)} sin (mné) - sin™(n&)dé = 0.

1
f{r(’)wnanie (41)} cos (mn§) - sin™(n&)dE = 0.
0

Po wykonaniu catkowania (rownanie 42), otrzymano roéwnanie algebraiczne:

B . FyA? o te

Cop "J1— 20y A ], — zEcbt ]3+12E_E/1 U4_C1 ]5]_0
z ktérego wyznaczono obcigzenie

AZ
12Ebt J3 Fo= Cpp )1 — 20y Gyt A ]2+12E__/14(/4_C1 Js),
17 5 5 J 1
Fo =15 | Jy =2 Cou2-J, +12——(]4 cl-js)/l]k_—/12
co po przeksztalceniu daje
FO = F'O - ECthF

gdzie

- 170, 5 .

F0=E Cov ']1—2au' vu /1]2+12__(]4 51'15)/1 ]3_12;

1

Jr = f 5V (&) - B(E)d,

0

1

J = f () - 5()de,

0

1

Jy = — j 51 (2) - v(e)de,

0
Ja = [9%(8)d¢,

Js = [ 9*(8) - sin(n§)ds.

Obcigzenie krytyczne Focr jest funkcja parametrow geometrycznych i mechanicznych

trojwarstwowej oraz liczb m i n, zatem:

-E,bt,,

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

belki
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1 . (mn)z ' fgu
FO,CR = rrnnlrrtl_ Cyp —

2
+ 12 (04 E

2.6 42 32
(mm) Cuu+1+vc A

co w wersji skroconej mozna zapisaé

FO,CR = min FO’CR * ECth!
mn

gdzie

- 1 (mm)? - & t
0,CR =759 Cov — = +12a, —
' 12 (mm)?- ¢, + 6 2? b

w T Ty,

Co

a, = —.

Cc EC

L) s,

mn A

(53)

(54)

Dokonano obliczen wartosci obciazen krytycznych i naprezen dla zmiennych wartosci parametrow

m i n, zmiennych wartosci grubos$ci rdzenia i oktadzin oraz dla nastepujacych danych liczbowych:

¢o = 10 MPa, Ef =200 000 MPa, E; = 3150 MPa, L = 1200 mm, b =40 mm, v, = 0,05 oraz

<—, Wyniki uzyskane dla réznych warto$ci stosunku c;/c, oraz parametru k zestawiono

Ge = 2(1+vy)’

w tabelach 28-63.

1. Wariant: t;=18 mm, t; =1 mm

Tabela 28. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowe] na podiozu

sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 1)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 237,752 | 227,137 | 216,521 | 205,906 | 195291 | 184,675 | 174,060 | 163,445
ocr[MPa] 297,2 283,9 270,7 2574 244,1 230,8 217,6 204,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 29. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 3)

c
C—I 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 241,553 | 234,738 | 227,923 | 221,108 | 214,294 | 207,479 | 200,664 | 193,849
ocr [MPa] 301,9 293,4 284.9 276,4 267,9 259,3 250,8 2423
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 30. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwo$ciach ( k = 5)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[kN] 242,744 | 237,121 | 231,497 | 225,874 | 220,251 | 214,627 | 209,004 | 203,380
ocr [MP3] 303,4 296,4 289,4 282,3 275,3 268,3 261,3 254,2
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 31. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach ( k = 10)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 243,666 | 238,964 | 234,262 | 229,560 | 224,858 | 220,156 | 215,454 | 210,752
ocr [MP3] 304,6 298,7 292,8 287,0 281,1 275,2 269,3 263,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 32. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach ( k = 15)

C
C—1 0.1 0,2 03 0.4 05 06 07 08
4]
Focr [KN] | 244,044 | 239,721 | 235,398 | 231,074 | 226,751 | 222,428 | 218,105 | 213,781
ocr [MPa] 3051 299.7 2942 288.8 2834 278.0 2726 2672
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 33. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach ( k = 20)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 244,313 | 240,258 | 236,203 | 232,148 | 228,093 | 224,038 | 219,983 | 215,928
ocr [MPa] 305,4 300,3 295,3 290,2 285,1 280,0 275,0 269,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 34. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach ( k = 30)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
4]
Focr[KN] | 244,720 | 241,072 | 237,424 | 233,776 | 230,128 | 226,480 | 222,833 | 219,185
ocr [MPa] 305,9 3013 296,8 2922 2877 283.1 2785 2740
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 35. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowe] na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 40)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
0]
Focr[KN] | 245,027 | 241,686 | 238,345 | 235005 | 231,664 | 228,323 | 224,983 | 221,642
ocr [MPa] 3063 3021 297.9 2938 2896 2854 2812 2771
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 36. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 50)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[kN] 245,270 | 242,172 | 239,074 | 235,976 | 232,878 | 229,779 | 226,681 | 223,583
ocr [MP3] 306,6 302,7 298,8 295,0 2911 287,2 283,4 279,5
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

2. Wariant: t. =16 mm, t; =2 mm

Tabela 37. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 1)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo,cr [kN] 295,450 | 284,834 | 274,219 | 263,604 | 252,988 | 242,373 | 231,758 | 221,142
ocr[MPa] 369,3 356,0 342,8 329,5 316,2 303,0 289,7 276,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 38. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 3)

(4]

o 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 299,250 | 292,436 | 285,621 | 278,806 | 271,991 | 265,176 | 258,362 | 251,547
ocr [MPa] 3741 365,5 357,0 348,5 340,0 3315 323,0 314,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 39. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

C1

c 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 300,442 | 294,818 | 289,195 | 283,572 | 277,948 | 272,325 | 266,701 | 261,078
ocr [MPa] 375,6 368,5 361,5 354,5 347,4 340,4 333,4 326,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 40. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 10)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
0]
Focr [kN] | 301,363 | 296,661 | 291,959 | 287,257 | 282,556 | 277,854 | 273,152 | 268,450
ocr [MPa] 3767 370,8 3649 359,1 3532 3473 3414 3356
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 41. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych whasciwosciach (K = 15)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 301,742 | 297,419 | 293,095 | 288,772 | 284,449 | 280,125 | 275,802 | 271,479
ocr [MPa] 377,2 3718 366,4 361,0 355,6 350,2 344.8 339,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 42. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 20)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[kN] 302,010 | 297,955 | 293,901 | 289,846 | 285,791 | 281,736 | 277,681 | 273,626
ocr [MP3] 377,5 372,4 367,4 362,3 357,2 352,2 3471 342,0
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 43. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 30)

c
c_l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 302,417 | 298,770 | 295,122 | 291,474 | 287,826 | 284,178 | 280,530 | 276,882
ocr[MPa] 378,0 373,5 368,9 364,3 359,8 355,2 350,7 346,1
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 44. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 40)

C
C—1 0.1 0,2 03 0.4 05 06 07 08
4]
Focr [KN] | 302,725 | 299,384 | 296,043 | 292,702 | 289,362 | 286,021 | 282,680 | 279,339
ocr [MPa] 3784 3742 3701 3659 3617 3575 3534 3492
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 45. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 50)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 302,967 | 299,869 | 296,771 | 293,673 | 290,575 | 287,477 | 284,379 | 281,281
ocr [MPa] 378,7 3748 371,0 367,1 363,2 359,3 3555 351,6
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

3. Wariant: t. =14 mm, t =3 mm

Tabela 46. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowe] na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 1)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
0]
Focr [kN] | 337,332 | 326,717 | 316,102 | 305486 | 294,871 | 284,256 | 273,640 | 263,025
ocr [MPa] 4217 408,4 3951 381,9 368.6 3553 342.1 3288
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 47. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowe] na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 3)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 341,133 | 334,318 | 327,503 | 320,689 | 313,874 | 307,059 | 300,244 | 293,429
ocr [MPa] 426,4 4179 409,4 400,9 392,3 383,8 375,3 366,8
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 48. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

G

c 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[kN] 342,324 | 336,701 | 331,078 | 325,454 | 319,831 | 314,207 | 308,584 | 302,961
ocr [MP3] 4279 420,9 4138 406,8 399,8 392,8 385,7 378,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 49. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 10)

1

- 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 343,246 | 338,544 | 333,842 | 329,140 | 324,438 | 319,736 | 315,034 | 310,332
ocr[MPa] 429,1 423,2 417,3 411,4 405,5 399,7 393,8 387,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 50. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 15)

C
C—1 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr[KN] | 343,624 | 339,301 | 334,978 | 330,655 | 326,331 | 322,008 | 317,685 | 313,361
ocr [MPa] 4295 4241 4187 4133 4079 4025 397.1 3917
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 51. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 20)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 343,893 | 339,838 | 335,783 | 331,728 | 327,673 | 323,618 | 319,564 | 315,509
ocr [MPa] 429,9 4248 419,7 4147 409,6 404,5 399,5 394,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 52. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 30)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr [KN] | 344,300 | 340,652 | 337,004 | 333,356 | 329,709 | 326,061 | 322,413 | 318,765
ocr [MPa] 430.4 4258 4213 4167 4121 4076 403,0 3985
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 53. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowe] na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 40)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
0]
Focr [KN] | 344,607 | 341,266 | 337,926 | 334,585 | 331,244 | 327,903 | 324,563 | 321,222
ocr [MPa] 430,8 426.6 4224 4182 4141 409,9 405,7 4015
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 54. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 50)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[kN] 344,850 | 341,752 | 338,654 | 335,556 | 332,458 | 329,360 | 326,262 | 323,164
ocr [MP3] 431,1 4272 4233 419,4 415,6 411,7 407,8 404,0
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

4. Wariant: t. =12 mm, t =4 mm

Tabela 55. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 1)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo,cr [kN] 368,453 | 357,837 | 347,222 | 336,607 | 325991 | 315,376 | 304,761 | 294,145
ocr[MPa] 460,6 4473 434,0 420,8 4075 394,2 381,0 367,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 56. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 3)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 372,253 | 365,439 | 358,624 | 351,809 | 344,994 | 338,179 | 331,365 | 324,550
ocr [MPa] 465,3 456,8 448,3 439,8 431,2 4227 414,2 405,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 57. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr [kN] | 373,445 | 367,821 | 361,198 | 356,575 | 350,951 | 345,328 | 339,704 | 334,081
ocr [MPa] 466.8 4598 4515 4457 4387 4317 4246 4176
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 58. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = 10)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 374,366 | 369,664 | 364,962 | 360,260 | 355,559 | 350,857 | 346,155 | 341,453
ocr [MPa] 468,0 462,1 456,2 450,3 444,4 438,6 432,7 426,8
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 59. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 15)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr [kN] | 374,745 | 370,422 | 366,098 | 361,775 | 357,452 | 353,128 | 348,805 | 344,482
ocr [MPa] 468.4 463,0 4576 4522 446,8 4414 436,0 4306
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 60. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 20)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[kN] 375,013 | 370,958 | 366,984 | 362,849 | 358,794 | 354,739 | 350,684 | 346,629
ocr[MPa] 468,8 463,7 458,7 453,6 448,5 443,4 438,4 433,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 61. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych whasciwosciach (k = 30)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 375,420 | 371,773 | 368,125 | 364,477 | 360,829 | 357,181 | 353,533 | 349,885
ocr [MPa] 469,3 464,7 460,2 455,6 451,0 446,5 441,9 4374
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 62. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 40)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 375,727 | 372,387 | 369,046 | 365,705 | 362,365 | 359,024 | 355,683 | 352,342
ocr [MPa] 469,7 465,5 461,3 4571 453,0 448,8 4446 440,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 63. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 50)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 375970 | 372,872 | 369,774 | 366,676 | 363,578 | 360,480 | 357,382 | 354,284
ocr [MPa] 470,0 466,1 462,2 458,3 454,5 450,6 446,7 4429
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Whyniki zestawione w tabelach przedstawiono w formie graficznej na wykresach 21-37. WartoS$ci

obcigzen krytycznych sg zalezne od wartosci stosunku ¢, /¢y Oraz parametru k. Najwigksze wartosci

Fy cr uzyskano dla najwigkszych wartosci parametru k oraz dla najmniejszej wartoSci stosunku ¢; /cj.
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Rys. 32. Wptyw wartosci parametru k oraz stosunku c1/Co na wartoéci obciazen krytycznych (tc = 14 mm)
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Rys. 36. Wptyw wartosci parametru k oraz stosunku c1/cona wartosci obcigzen krytycznych (tc = 18 mm)

240

— Cylcp=0.1

220 : 1
cylcp=0.2
— €y/cp=0.3
so0l | — cilep=04
— €1/cp=0.5
— ¢y/cp=0.6

Fer [kN]

180} {1 — cilep=0.7

cilcp=0.8

Rys. 37. Wptyw wartosci stosunku €1/Co 0raz parametru k na wartoéci obciazen krytycznych (tc = 18 mm)

Wartosci obcigzen krytycznych sa zalezne od wartosci stosunku cq/c, Oraz parametru k.
Najwigksze wartosci Fy cg uzyskano dla najwigkszych wartosci parametru k oraz dla najmniejszej
warto$ci stosunku ¢q/cy. Najwigksza warto$¢ wyniosta Fycp = 375,970 kN i otrzymano ja dla
k =500raz c¢;/cy = 0,1. W przypadku belki trojwarstwowej, na warto$ci obcigzenia krytycznego
wpltywa rowniez grubo$¢ rdzenia. Wraz ze zmniejszaniem si¢ grubosci rdzenia, a tym samym
zwigkszaniem grubo$ci oktadzin, zwigksza si¢ wartosci obcigzen krytycznych. W analizowanym
zakresie, najwigksze obcigzenia otrzymano dla belki o grubosci rdzenia t, = 12 mm.

W tabelach 64-99 przedstawiono obliczenia dla wymiernych warto$ci wyktadnika potegowego
funkcji (3). Najwigksze wartosci Fy cr Uzyskano, tak jak w poprzednim przypadku, dla najwigkszych
wartos$ci parametru k oraz dla najmniejszej wartosci stosunku ¢, /cy. Najwigksze obcigzenie wyniosto

Fo.cr = 366,259 kN iotrzymano je dla k = % oraz ¢;/cy = 0,1 (t, = 12 mm). Wyniki zestawione

w tabelach przedstawiono w formie graficznej na wykresach 38-54.
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1. Wariant: t =18 mm, tt =1 mm

Tabela 64. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

1

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[kN] 235,558 | 222,749 | 209,940 | 197,130 | 184,321 | 171,512 | 158,703 | 145,893
ocr [MP3] 294,4 278,4 262,4 246,4 230,4 2144 198,4 182,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 65. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—1 0.1 0,2 03 0.4 05 06 07 08
4]
Focr [KN] | 234,593 | 220,818 | 207,043 | 193,268 | 179,494 | 165,719 | 151,944 | 138,169
ocr [MPa] 2932 276.0 258 8 2416 2244 207.1 189.9 172.7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 66. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 234,053 | 219,738 | 205,424 | 191,109 | 176,794 | 162,480 | 148,165 | 133,850
ocr [MPa] 292,6 274,7 256,8 238,9 2210 203,1 185,2 167,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 67. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C1

c 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 233,709 | 219,050 | 204,391 | 189,732 | 175,073 | 160,414 | 145,755 | 131,096
ocr [MPa] 2921 273,8 255,5 237,2 218,8 200,5 182,2 163,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 68. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
0]
Focr[KN] | 233,470 | 218572 | 203,675 | 188,777 | 173,879 | 158,982 | 144,084 | 129,186
ocr [MPa] 2918 273.2 2546 236.0 2173 1987 180.1 1615
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 69. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

G

c 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 233,295 | 218,222 | 203,149 | 188,077 | 173,004 | 157,931 | 142,858 | 127,786
ocr [MPa] 291,6 272,8 253,9 2351 216,3 197,4 178,6 159,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 70. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 233,161 | 217,954 | 202,747 | 187,541 | 172,334 | 157,127 | 141,921 | 126,714
ocr [MPa] 291,5 2724 253,4 234,4 2154 196,4 1774 158,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 71. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

1

(4]

c 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [kN] 233,055 | 217,743 | 202,430 | 187,118 | 171,805 | 156,493 | 141,180 | 125,868
ocr[MPa] 291,3 272,2 253,0 233,9 214,8 195,6 176,5 157,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 72. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (

k=)

10

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr [kN] | 232,969 | 217,571 | 202,173 | 186,775 | 171,377 | 155,979 | 140,581 | 125,183
ocr [MPa] 2012 272.0 2527 2335 2142 1950 175.7 156,5
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

2. Wariant: t. =16 mm, t =2 mm

Tabela 73. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowe] na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 293,256 | 280,447 | 267,637 | 254,828 | 242,019 | 229,210 | 216,400 | 203,591
ocr [MPa] 366,6 350,6 334,5 318,5 302,5 286,5 270,5 2545
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 74. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

G

c 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q
Focr[KN] 292,290 | 278,516 | 264,741 | 250,966 | 237,191 | 223,416 | 209,642 | 195,867
ocr [MPa] 365,4 348,1 330,9 313,7 296,5 279,3 262,1 244.8
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 75. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = Z)

1

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 291,751 | 277,436 | 263,121 | 248,807 | 234,492 | 220,177 | 205,863 | 191,548
ocr [MPa] 364,7 346,8 328,9 311,0 293,1 275,2 257,3 239,4
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 76. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = E)

1

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [kN] 291,406 | 276,747 | 262,088 | 247,429 | 232,770 | 218,111 | 203,452 | 188,793
ocr [MPa] 364,3 345,9 327,6 309,3 291,0 272,6 254,3 236
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 77. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
C
= 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Fo,cr [kN] 291,168 | 276,270 | 261,372 | 246,475 | 231,577 | 216,679 | 201,782 | 186,884
ocr[MPa] 364,0 3453 326,7 308,1 289,5 270,8 252,2 233,6
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 78. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 290,992 | 275,920 | 260,847 | 245,774 | 230,701 | 215,629 | 200,556 | 185,483
ocr [MPa] 363.7 3449 326,1 307,2 288,4 269,5 250,7 231,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 79. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

G

- 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[KN] 290,859 | 275,652 | 260,445 | 245,238 | 230,032 | 214,825 | 199,618 | 184,412
ocr[MPa] 363,6 3446 325,6 306,5 287,5 268,5 2495 230,5
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 80. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 290,753 | 275,440 | 260,128 | 244,815 | 229,503 | 214,190 | 198,878 | 183,566
ocr [MPa] 363,4 344,3 325,2 306,0 286,9 267,7 248,6 229,5
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 81. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = l)

10

(4]

c 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [kN] 290,667 | 275,269 | 259,871 | 244,473 | 229,075 | 213,677 | 198,279 | 182,881
ocr[MPa] 363,3 344,1 324,8 305,6 286,3 267,1 2478 228,6
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

3. Wariant: t. = 14 mm, t =3 mm

Tabela 82. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

(&1

. 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 335,139 | 322,329 | 309,520 | 296,711 | 283,901 | 271,092 | 258,283 | 245,474
ocr [MPa] 418,9 402,9 386,9 370,9 354,9 338,9 322,9 306,8
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 83. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr [KN] | 334,173 | 320,398 | 306,623 | 292,849 | 279,074 | 265,299 | 251,524 | 237,749
ocr [MPa] 47,7 4005 3833 366,1 3488 3316 3144 297.2
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 84. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[KN] 333,633 | 319,319 | 305,004 | 290,689 | 276,375 | 262,060 | 247,745 | 233,431
ocr [MPa] 417,0 3991 381,3 363,4 345,5 327,6 309,7 291,8
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 85. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = g)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 333,289 | 318,630 | 303,971 | 289,312 | 274,653 | 259,994 | 245,335 | 230,676
ocr [MPa] 416,6 398,3 380,0 361,6 343,3 325,0 306,7 288,3
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 86. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = Z)

1

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [kN] 333,050 | 318,152 | 303,255 | 288,357 | 273,460 | 258,562 | 243,664 | 228,767
ocr [MPa] 416,3 397,7 379,1 360,4 341,8 323,2 304,6 286
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 87. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = ;)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
0]
Focr[KN] | 332,875 | 317,802 | 302,730 | 287,657 | 272,584 | 257,511 | 242,438 | 227,366
ock [MPa] 4161 3973 3784 3596 3407 3219 3030 2842
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 88. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 332,741 | 317,534 | 302,328 | 287,121 | 271,914 | 256,708 | 241,501 | 226,294
ocr [MPa] 415,9 396,9 3779 358,9 339,9 320,9 301,9 282,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 89. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[KN] 332,635 | 317,323 | 302,010 | 286,698 | 271,385 | 256,073 | 240,761 | 225,448
ocr [MPa] 415,8 396,7 377,5 358,4 339,2 320,1 301,0 281,8
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 90. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 11—0)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 332,550 | 317,152 | 301,754 | 286,355 | 270,957 | 255,559 | 240,161 | 224,763
ocr [MPa] 415,7 396,4 377,2 357,9 338,7 3194 300,2 281,0
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

4. Wariant: t. =12 mm, tt =4 mm

Tabela 91. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr [KN] 366,259 | 353,450 | 340,640 | 327,831 | 315,022 | 302,213 | 289,403 | 276,594
ocr [MPa] 457,8 4418 4258 409,8 393,8 377,8 361,8 345,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 92. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 0,8
4]
Focr [kN] | 365,293 | 351,519 | 337,744 | 323,969 | 310,194 | 296,419 | 282,645 | 268,870
ocr [MPa] 456.6 4394 422.2 405,0 387.7 3705 3633 3361
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 93. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 364,754 | 350,439 | 336,124 | 321,810 | 307,495 | 293,180 | 278,866 | 264,551
ocr[MPa] 455,9 438,0 420,2 402,3 384,4 366,5 348,6 330,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 94. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = g)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr[KN] 364,409 | 349,750 | 335,091 | 320,432 | 305,773 | 291,114 | 276,455 | 261,796
ocr [MPa] 455,5 437,2 418,9 400,5 382,2 363,9 345,6 327,2
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 95. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podlozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 364,171 | 349,273 | 334,375 | 319,478 | 304,580 | 289,682 | 274,785 | 259,887
ocr [MPa] 455,2 436,6 418,0 399,3 380,7 362,1 343,5 324,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 96. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = ;)

1

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [kN] 363,995 | 348,923 | 333,850 | 318,777 | 303,704 | 288,632 | 273,559 | 258,486
ocr[MPa] 455,0 436,2 417,3 398,5 379,6 360,8 341,9 323,1
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 97. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
0]
Focr[KN] | 363,862 | 348,655 | 333,448 | 318,241 | 303,035 | 287,828 | 272,621 | 257,415
ock [MPa] 4548 4358 4168 3978 3788 358.8 3408 3218
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabela 98. Wartos$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr [KN] 363,756 | 348,443 | 333,131 | 317,818 | 302,506 | 287,193 | 271,881 | 256,569
ocr [MPa] 454,7 435,6 416,4 397,3 378,1 359,0 339,9 320,7
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabela 99. Wartoéci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)

10
4
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr [KN] 363,670 | 348,272 332,874 | 317,476 302,078 286,680 271,282 255,884
ocr[MPa] 4546 435,3 416,1 396,8 377,6 358,4 339,1 319,9
m 3 3 3 3 3 3 3 3
n 0 0 0 0 0 0 0 0
LN
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Rys. 47. Wptyw wartosci parametru k oraz stosunku ca1/co na wartoéci obciazen krytycznych (tc = 12 mm)
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Celem powyzszych badan analitycznych byla statecznos¢ belek jednorodnych i trgjwarstwowych
na podtozu sprezystym. Belki o szerokosci b, grubosci t (t =t.+ 2ty — w przypadku belki
trojwarstwowej) i dtugosci L potaczone zostaly z podtozem sprezystym o zmiennych wiasciwosciach
(symetryczna i niesymetryczna posta¢ funkcji opisujacej ksztalt podtoza). Belki zostaly obcigzone sita
Sciskajaca F,, przytozong w plaszczyznie osiowej. Utrata stateczno$ci spowodowata przemieszczenie
podtoza sprezystego. Na podstawie przeprowadzonych badan analitycznych mozna zauwazy¢
zalezno$¢ miedzy wyboczeniem — pofatdowaniem belki a odksztalceniem podioza.

Gléwnym celem badan bylo znalezienie zaleznosci pozwalajacych na wyznaczenie wartosci
obcigzen krytycznych Fycg. Na ich wartos¢ miata wpltyw funkcja opisujgca ksztatt podloza
sprezystego, a przede wszystkim dwa reprezentujace ja parametry: k — parametr ksztattu funkcji
(wyktadnik potegowy) oraz c;/c, — amplitudy funkcji. Warto$¢ obcigzen krytycznych zmieniata
si¢ W zaleznosci od przyjetych wartosci k oraz c;/co. Najwigksze wartosci Fycp Uzyskano
dla najwigkszych wartoéci parametru k oraz dla najmniejszej warto$ci stosunku c; /cy. W przypadku
belki jednorodnej o niesymetrycznych wiasciwosciach podtoza sprezystego, na warto$¢ obcigzen
krytycznych wplywal rowniez parametr przesunigcia p (niesymetryczny ksztatt funkcji opisujacej
podtoze). Wraz ze zwigkszaniem si¢ wartosci parametru p zwigkszata si¢ warto$¢ Fy cg. Zestawienie
najwickszych wartosci obciazen dla wszystkich analizowanych przypadkéw przedstawia tabela

ponize;j.

Tabela 100. Zestawienie wynikow badan analitycznych dla belek jednorodnych i tréjwarstwowych

Belka jednorodna o symetrycznych wlasciwosciach podtoza sprezystego
parametr ksztattu funkcji k — liczba naturalna

Focr [kN] k ¢1/¢o -

44,675 50 0,1 -

Belka jednorodna o symetrycznych wlasciwosciach podtoza sprezystego
parametr ksztattu funkcji k — liczba wymierna

Focr [kN] k ¢1/¢o -
1
43,072 > 0,1 -

Belka jednorodna o niesymetrycznych wlasciwosciach podtoza sprezystego
parametr ksztattu funkcji k — liczba naturalna

Focr [kN] k ¢1/¢Co p

45,030 50 0,2 0,4

Belka trojwarstwowa o symetrycznych wlasciwosciach podtoza sprezystego
parametr ksztattu funkcji k — liczba naturalna

Focr [kN] k c1/¢o te [mm]

375,970 50 0,1 12

Belka trojwarstwowa o symetrycznych wlasciwosciach podtoza sprezystego
parametr ksztattu funkcji k — liczba wymierna

Focr [kN] k c1/¢o te [mm]

366,259 0,1 12

N| =
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Analiza belki tréjwarstwowe]j wykazala, ze na warto$¢ obcigzenia krytycznego wplywata rowniez
grubos¢ rdzenia t.. Wraz ze zmniejszaniem si¢ grubosci rdzenia, a tym samym zwigkszaniem grubos$ci
oktadzin, zwigkszata si¢ warto$¢ obcigzen krytycznych. Badania skupity si¢ na czterech wartosciach
grubosci rdzenia, mianowicie 12 mm, 14 mm, 16 mm oraz 18 mm. W analizowanym zakresie,
najwicksze obcigzenia otrzymano dla belki o grubosci rdzenia t. = 12 mm (okladzina gérna oraz
dolna miaty takie same grubosci).

Na podstawie powyzszych badan mozna stwierdzi¢, ze na warto$¢ obciazen krytycznych w belce
trojwarstwowej wplywaja wiasciwosci podloza sprezystego, a takze wiasciwosci geometryczne
konstrukcji. Sztywno§¢ na zginanie belki trojwarstwowej jest wieksza od sztywno$ci belki
jednorodnej, a tym samym opor podtoza jest mniejszy. Belka jednorodna jest ksztattowana zgodnie
Z wlasciwo$ciami podtoza sprezystego.

Przedstawione modele belek jednorodnych i trojwarstwowych, o zmiennych wihasciwosciach
podtoza sprezystego stanowia uogdlnienie modeli opisanych w literaturze. Zrealizowane w ramach
niniejszej rozprawy doktorskiej badania wptywu wlasciwosci podloza oraz whasciwosci
geometrycznych belek na obciazenia krytyczne przedstawiaja zar6wno ogélny zarys, jak i wnoszg

praktyczne informacje do dyskusji dotyczacej stabilnosci konstrukcji na podtozu sprezystym.
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4. Badania numeryczne
4.1. Belki jednorodne na podiozu sprezystym

Modele belek jednorodnej i trojwarstwowej opracowano w systemie SolidWorks. Obie konstrukcje
dyskretyzowano elementami brylowymi. W przypadku belki jednorodnej, rozmiar elementu
skoniczonego wynosit 2 mm (tolerancja 0,1 mm). Catkowita liczba we¢ztow byta rowna 301668,
natomiast liczba elementéw skonczonych wynosita 108881. Sita $ciskajgca zostala przytozona
W plaszczyznie osiowej. Podtoze sprezyste zostato zastapione uktadem 24 sprezystych podpor.

Badania MES przeprowadzono na rodzinie belek o takich samych parametrach jakie wystepowaty
w obliczeniach analitycznych. Badanie polegato na wyznaczeniu wartosci obcigzen krytycznych oraz
postaci wyboczenia. Schemat belki, sposoby podparcia i obcigzenia, a takze model siatki MES

pokazano na rysunkach 55-62.

Rys. 55. Belka jednorodna

Rys. 56. Podparcie koncow belki
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Rys. 57. Podparcie sprezyste belki

Rys. 58. Podparcie koncow belki wraz z podparciem sprezystym

Rys. 59. Obcigzenie belki
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Rys. 60. Obciazenie belki wraz z podparciami
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Rys. 61. Siatka MES
Rys. 62. Siatka MES
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W tabelach 101-109 zamieszczono poréwnanie wynikow analitycznych i numerycznych
dotyczacych obcigzen krytycznych w belkach jednorodnych na podlozu sprgzystym. Analiza
dotyczyta funkcji ksztattu, w ktorej wartos¢ wykladnika potegowego k byla liczba naturalng. Taka
samg analizg, ale dotyczaca wymiernych warto$ci parametru ksztaltu k zamieszczono w tabelach
110-118.

Warto$¢ rdéznicy pomiedzy obliczeniami uzyskanymi metodami analityczng i numeryczng
poczatkowo nie roznita si¢ w sposob znaczacy w analizowanym zakresie. Dla amplitudy funkcji c(x)
rownej 0,1, rdznica wyniosta 1,93%, natomiast dla maksymalnej analizowanej wartosci ¢, /¢, = 0,8
byla ona rowna 1,07% (k =1). Wraz ze zwigkszaniem si¢ warto$ci parametru k, dochodzilo
do wigkszych rozbieznosci w wartosciach obcigzenia krytycznego obliczonego dwiema metodami.
Roznica ta pojawiala si¢ przy najwickszych analizowanych warto$ciach amplitudy c¢; /¢, | wynikata
z faktu uproszczen w modelu MES. W rozwigzaniu analitycznym, model podtoza sprezystego zostat
przedstawiony za pomocg rownania (3). Rownanie to jest modelem matematycznym badanego
zjawiska. Na ksztalt podloza sprezystego ma wplyw warto$¢ amplitudy ¢, /c, oraz parametru ksztattu
k. Im wigksza warto$¢ tych dwoch parametréw, tym pik na wykresie funkcji (3) jest mniejszy
i wezszy, a co za tym idzie fatwo moze on zosta¢ pominigty w obliczeniach numerycznych. Jednym
Zrozwigzan tego problemu mogloby by¢ zageszczenie siatki w miejscu wystgpowania duzej
niezgodno$ci (pik wykresu). W niniejszej pracy nie skorzystano z tego rozwigzania z dwoch
powodow. Po pierwsze, zageszczenie siatki spowodowatoby zwickszenie czasu obliczen, co przy tak
duzej liczbie wynikow bylaby rzecza uciazliwa. Po drugie, analiza wpltywu zaggszczenia siatki,
wielko$ci elementow skonczonych, itp. bedzie stanowita odrgbng prace i kierunki dalszych badan
autora rozprawy. Celem niniejszych obliczen bylo pokazanie wplywu parametréw podloza
sprezystego na wartosci obcigzen Krytycznych belek, otrzymanych dla statych parametréw (jednolite
zaggszezenie siatki, wielko$ci elementow skonczonych state w catej konstrukcji). Model numeryczny
petnit role sprawdzajaca poprawno$¢ modelu analitycznego.

Analiza wynikéw dla wymiernych warto$ci parametru k pozwala stwierdzi¢ wigksza zgodnosé
pomiedzy obliczeniami analitycznymi 1 numerycznymi. Zaréwno dla minimalnych, jak
i maksymalnych warto$ci k i ¢;/cy, roznica nie zmieniala si¢ w sposdb znaczacy (maly rozstep
wynikéw). W calym zakresie badan, warto$§¢ roznicy nie przekraczata 3,2%, podczas gdy dla
naturalnego wyktadnika k najwigksza réznica w wynikach wyniosta 9,5%.

Wyniki przedstawione w ponizszych tabelach zaprezentowano w formie graficznej na wykresach
63-66. Linig ciagla oznaczono wyniki badan analitycznych, natomiast linig przerywang — badan
numerycznych.

Na rysunkach 67-72 przedstawiono postacie wyboczenia belki jednorodnej dla amplitud c¢;/cq

réwnych 0,1, 0,5 i 0,8 oraz dla parametru k rownego 1, 15 i 50 (naturalna wartos¢ k) oraz %, %i1_10

(wymierna wartos$¢ k).
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Tabela 101. Porownanie warto$ci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 1)

C

C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0]
Fo.cr™ [kN] 43,221 41,316 39,404 36,779 34,154 31,530 28,179 24,585
Fo.crMES [kN] 42,385 40,669 38,752 36,582 34,018 31,218 28,063 24,323

) 1,93% 1,57% 1,65% 0,54% 0,4% 0,99% 0,41% 1,07%
Tabela 102. Poréwnanie wartoéci obcigzen Kkrytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 3)

c

C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0]
Fo.cr™ [kN] 43,602 42,078 40,364 38,279 35,868 33,490 30,972 27,402
Fo.crMES [kN] 42,83 41,468 39,837 37,94 35,756 33,23 30,322 26,765

) 1,77% 1,45% 1,31% 0,89% 0,31% 0,78% 2,1% 2,32%
Tabela 103. Poroéwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym
0 zmiennych wtasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 5)

c

= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08

0]
Fo.cr™™ [KN] 43,820 42,481 40,941 39,110 36,949 34,703 32,444 29,466
Fo,crMES [kN] 43,029 41,866 40,431 38,727 36,738 34,364 31,572 28,079

) 1,81% 1,45% 1,25% 0,98% 0,57% 0,98% 2,69% 4,71%
Tabela 104. Poroéwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 10)

c

C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0]
Fo.cr™™ [KN] 44,114 43,068 41,820 40,513 38,577 36,641 34,705 32,770
Fo,crMES [kN] 43,268 42,39 41,27 39,908 38,147 35,979 33,344 30,001

) 1,92% 1,57% 1,32% 1,49% 1,11% 1,81% 3,92% 8,45%
Tabela 105. Porownanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 15)

C

C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Q
Fo.cr™™ [KN] 44,271 43,412 42,337 41,262 39,584 37,849 36,115 34,381
FocrMES [KN] 43,386 42,669 41,75 40,625 38,94 36,895 34,38 31,204

) 2% 1,71% 1,39% 1,54% 1,63% 2,52% 4,8% 9,24%
Tabela 106. Porownanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 20)

c

= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08

0]
Focr™™ [KN] 44,373 43,620 42,694 41,738 40,252 38,651 37,050 35,449
FocrMES [kN] 43,461 42,852 42,075 41,062 39,459 37,51 35,104 32,095

) 2,06% 1,76% 1,45% 1,62% 1,97% 3,11% 5,25% 9,46%

89




Tabela 107. Porownanie warto$ci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 30)

c

C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0]
Fo,cr"™ [kN] 44,509 43,892 43,190 42,400 41,054 39,614 38,173 36,733
Fo,crRMES [KN] 43,556 43,087 42,503 41,577 40,113 38,317 36,11 33,396

) 2,14% 1,83% 1,59% 1,94% 2,29% 3,27% 5,4% 9,08%
Tabela 108. Poréwnanie wartoéci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym
0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 40)

c

C—I 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0]
Fo,cr"™ [kN] 44,603 44,080 43,543 42,860 41,511 40,162 38,813 37,465
Fo,crRMES [KN] 43,618 43,241 42,781 41,883 40,521 38,852 36,816 34,345

) 2,21% 1,9% 1,75% 2,28% 2,38% 3,26% 5,15% 8,33%
Tabela 109. Poréwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym
0 zmiennych wiasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = 50)

C

= 01 0.2 03 0,4 05 0.6 0.7 08

0]
Fo.cr™™ [KN] 44,675 44,223 43,771 43,102 41,814 40,526 39,238 37,949
Fo.crMES [KN] 43,664 43,351 42,977 42,092 40,813 39,252 37,363 35,092

1) 2,26% 1,97% 1,81% 2,34% 2,39% 3,14% 4,78% 7,53%
Tabela 110. Poréwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym
0 zmiennych wiasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = %)

c

C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0]
Fo.cr™™ [KN] 43,072 41,018 38,909 36,239 33,520 30,768 27,117 23,407
Fo.crRMES[KN] 42,132 40,246 38,227 35,868 33,171 30,28 27,036 23,09

1) 2,18% 1,88% 1,75% 1,02% 1,04% 1,59% 0,3% 1,35%

Tabela 111. Porownanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym

0 zmiennych wiasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k =

1

3

)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo,cr"™ [kN] 43,014 40,902 38,683 35,937 33,192 30,446 26,678 22,905
Fo,crRMES [KN] 42,01 40,038 37,975 35,487 32,746 29,835 26,525 22,491
é 2,33% 2,11% 1,83% 1,25% 1,34% 2,01% 0,57% 1,81%

Tabela 112. Porownanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym

o0 zmiennych wiasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = i)

1

c 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Q

Focr ™ [KN] 42,983 40,840 38,562 35,777 32,991 30,205 26,450 22,617

Fo,crRMES [kN] 41,937 39,911 37,82 35,245 32,474 29,559 26,186 22,12
é 2,43% 2,2T% 1,92% 1,49% 1,57% 2,14% 1% 2,2%
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Tabela 113. Poréwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym

0 zmiennych wilasciwos$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = é)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q

Fo.cr™ [KN] 42,964 40,802 38,487 35,677 32,866 30,055 26,302 22,391

Fo.crMES [KN] 41,888 39,825 37,713 35,074 32,281 29,367 25,938 21,86

) 2,5% 2,39% 2,01% 1,69% 1,78% 2.29% 1,38% 2,37%

Tabela 114. Poréwnanie wartoéci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym

0 zmiennych wlasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = %)

c
c_l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Fo,cr"™ [kN] 42,951 40,776 38,436 35,608 32,781 29,953 26,140 22,239

Fo,crMES [kN] 41,854 39,763 37,634 34,945 32,136 29,223 25,746 21,665

6 2,55% 2,48% 2,09% 1,86% 1,97% 2,44% 1,51% 2,58%

Tabela 115. Poréwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym

0 zmiennych wiasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = ;)

C
C—1 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 0,7 0,8
4]

Focr ™ [KN] 42,942 40,757 38,399 35,559 32,719 29,860 26,022 22,130

Fo,crMES [kN] 41,828 39,716 37,573 34,845 32,022 29,111 25,59 21,511

é 2,59% 2,55% 2,15% 2,01% 2,13% 2,51% 1,66% 2,8%

Tabela 116. Poroéwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym

0 zmiennych wlasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Fo,cr"™ [kN] 42,934 40,742 38,371 35,521 32,672 29,784 25,933 22,047

Fo,crRMES [KN] 41,807 39,679 37,525 34,765 31,93 29,019 25,461 21,386

é 2,62% 2,61% 2,2% 2,13% 2,271% 2,571% 1,82% 3%

Tabela 117. Porownanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podlozu sprezystym

0 zmiennych wlasciwo$ciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 0,7 0,8
4]

Focr ™ [KN] 42,929 40,731 38,349 35,492 32,635 29,724 25,863 21,982

Fo,crMES [kN] 41,791 39,649 37,485 34,698 31,854 28,944 25,351 21,283

6 2,65% 2,66% 2,25% 2,24% 2,39% 2,62% 1,98% 3,18%

Tabela 118. Poroéwnanie wartosci obcigzen krytycznych dla belki jednorodnej na podiozu sprezystym

0 zmiennych wlasciwosciach, uzyskanych metodami analitycznymi i numerycznymi (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 0,6 0,7 0,8
0]

Focr ™ [KN] 42,924 40,722 38,331 35,468 32,605 29,675 25,807 21,902

Fo,crRMES [kN] 41,778 39,624 37,451 34,643 31,791 28,88 25,258 21,194

é 2,67% 2,7% 2,3% 2,33% 2,5% 2,68% 2,13% 3,23%
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— cileg=0.1

— cileg=02
— cileg=03
— cileg=04

For [KN]

— cy/eg=0.5
— C1/cp=0.6
— cy/eg=07

ci/cg=0.8

0 10 20 30 40 50
k

Rys. 63. Wptyw wartosci parametru k oraz stosunku ci1/co na wartosci obciazen krytycznych uzyskanych

metodami analityczng i numeryczng (naturalna warto$¢ parametru k)

— k=1
— k=3
— k=5
— k=10
— k=15
— k=20
— k=30
k=40
— k=50

For [kN]

0.1 02 03 0.4 05 0.6 07 0.8
cilcg
Rys. 64. Wptyw stosunku C1/Co 0raz wartosci parametru k na warto$ci obcigzen krytycznych uzyskanych
metodami analityczng i numeryczng (naturalna warto$¢ parametru K)
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For [KN]

— Cyleg=0.5
— Cy/eg=0.6
— Cyleg=07

c,ley=0.8

20
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Rys. 65. Wptyw wartosci parametru k oraz stosunku ci1/cona warto$ci obciazen krytycznych uzyskanych
metodami analityczng i numeryczng (wymierna warto$¢ parametru K)
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Rys. 66. Wptyw stosunku €1/Co Oraz wartosci parametru k na warto$ci obcigzen krytycznych uzyskanych
metodami analityczng i numeryczng (wymierna warto$¢ parametru k)
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Rys. 67. Postacie wyboczenia belki jednorodnej (k = 1)
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Rys. 68. Postacie wyboczenia belki jednorodnej (k = 15)
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Rys. 69. Postacie wyboczenia belki jednorodnej (k = 50)
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Rys. 70. Postacie wyboczenia belki jednorodnej (k = %)
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Rys. 71. Postacie wyboczenia belki jednorodnej (k = é)
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Rys. 72. Postacie wyboczenia belki jednorodnej (k = %)

Na podstawie powyzszych rysunkéw mozna stwierdzi¢, ze postacie wyboczenia belki jednorodnej,
zaréwno dla naturalnych, jak i wymiernych wartosci wyktadnika potegowego k funkcji ksztaltu, sa do
siebie zblizone co do ksztaltu przybieranego przez model. Celem analizy bylo znalezienie postaci
wyboczenia, a takze warto$ci obcigzen krytycznych zblizonych swoja wartoscig do tych uzyskanych
metodag analityczng. Dla belki jednorodnej, w wigkszosci przypadkéw, trybem tym byt tryb drugi
wyboczenia. Kierunki dalszych badan zwigzane sg ze szczegdlowa analizg wyboczeniowa konstrukcji
na podtozu sprezystym. Gdy badanie dotyczy warto$ci obcigzen krytycznych, obliczenie i analiza
wszystkich trybow wyboczenia pomaga w znalezieniu stabych punktéw modelu MES. Dzigki temu

mozna modyfikowa¢ model w taki sposdb aby nie dopusci¢ do wyboczenia w danym trybie.
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4.2. Belki trojwarstwowe na podtozu sprezystym

Modele belki trojwarstwowej dyskretyzowano elementami brylowymi. Rozmiar elementu
skonczonego wynosit 10 mm (tolerancja 0,5 mm). Calkowita liczba wezlow byta rowna 19218
natomiast liczba elementow skonczonych wynosita 11575. Sita $ciskajaca zostala przylozona
W plaszczyznie osiowej. Podtoze sprezyste zostato zastapione uktadem 24 sprezystych podpor.

Badania MES przeprowadzono na rodzinie belek o takich samych parametrach jakie wystgpowaty
w obliczeniach analitycznych. Badanie polegato na wyznaczeniu wartosci obciagzen krytycznych oraz
postaci wyboczenia. Schemat belki, sposoby podparcia i obcigzenia, a takze model siatki MES
pokazano na rysunkach 73-80.

Rys. 73. Belka trojwarstwowa

Rys. 74. Podparcie koncoéw belki
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Rys. 75. Podparcie sprezyste belki

Rys. 76. Podparcie koncoéw belki wraz z podparciem sprezystym

Rys. 77. Obcigzenie belki
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Rys. 78. Obciazenie belki wraz z podparciami

Rys. 79. Siatka MES

Rys. 80. Siatka MES
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W tabelach 119-154 zamieszczono poréwnanie wynikow analitycznych i numerycznych
dotyczacych obcigzen krytycznych w belkach trojwarstwowych na podlozu sprezystym. Analiza
dotyczyta funkcji ksztattu, w ktorej wartos¢ wyktadnika potggowego k byta liczba naturalng. Taka
samg analizg, ale dotyczaca wymiernych warto$ci parametru ksztaltu k zamieszczono w tabelach
155-190.

Najwicksze roznice w wartoSciach obcigzenia Krytycznego pojawiaty si¢ dla najwigkszych
analizowanych warto$ci amplitudy funkcji c(x). Najmniejsza warto$¢ roéznicy, dlatego
konkretnego przypadku, wyniosta 9,8%, natomiast najwicksza roznica byta rzedu 16,2%.
Dla pozostatych wartosci amplitudy funkcji ksztaltu, roznice pomigdzy obliczeniami analitycznymi
i numerycznymi byty mate. Parametr k, ktéry w przypadku belki jednorodnej wptywat w znaczacy
sposob na réznice w obliczeniach, dla belki tréjwarstwowej nie miat duzego znaczenia. Duze warto$ci
réznicy wynikaja, tak jak w poprzednim analizowanym przypadku, z uproszczen modelu MES oraz
wiekszej ztozonosci konstrukcji (rdzen i okladziny wykonane z r6znych materialow).

Analiza wynikow dla wymiernych warto$ci parametru k pozwala stwierdzi¢ duza zgodnosc
pomiedzy obliczeniami analitycznymi 1 numerycznymi. Wyjatkiem sa obliczenia obcigzenia
krytycznego dla c¢;/c, = 0,8. Roznice w wynikach analitycznych i numerycznych sig¢gaty
w niektorych przypadkach 25% (pik na wykresie funkcji ksztaltu zostal pominigty w obliczeniach
numerycznych powodujac wystepowanie duzych rozbieznosci w wynikach). Dla pozostatych warto$ci
amplitudy, wartoSci roznicy byly male co $wiadczy o poprawnosci modeli analitycznego
i numerycznego.

Wyniki przedstawione w ponizszych tabelach zaprezentowano w formie graficznej na wykresach
81-97 (naturalna warto$¢ parametru k) oraz 102-118 (wymierna warto$¢ parametru k). Linig ciagla
oznaczono wyniki badan analitycznych, natomiast linig przerywano — badan numerycznych.

Na rysunkach 98-101 (naturalna warto$¢ parametru k) oraz 119-122 (wymierna warto$¢ parametru
k) przedstawiono postacie wyboczenia belki trojwarstwowej dla amplitud c¢; /¢, réwnych 0,1, 0,5
i 0,8 oraz dla parametru k réwnego 1, 15 i 50 (naturalna warto$¢ k) oraz % % i 1—10 (wymierna warto$¢
k).

Podobnie jak w przypadku badan analitycznych, analiza numeryczna belki trojwarstwowej
wykazata, ze na warto$¢ obciazenia krytycznego wplywala réwniez grubo$¢ rdzenia t.. Wraz
ze zmniejszaniem  si¢  grubos$ci rdzenia, zwigkszata si¢ wartos¢ obcigzen krytycznych.
W analizowanym zakresie, najwicksze obcigzenia otrzymano dla belki 0 grubosci rdzenia
t. = 12 mm. Nie zauwazono wplywu grubo$ci rdzenia na zmiany w wartoSciach obcigzen

krytycznych otrzymanych metodami analityczng i numeryczna.
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1. Wariant: t:=18 mm, tt =1 mm

Tabela 119. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 1)

belki tréjwarstwowej na podtozu

C
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 237,752 | 227,137 | 216,521 | 205,906 | 195291 | 184,675 | 174,060 | 163,445
Fo.crMES [kN] 228,41 222,31 213,76 202,2 190,18 177,46 163,57 147,38
) 3,93% 2,13% 1,28% 1,8% 2,62% 3,91% 6,03% 9,83%
Tabela 120. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 3)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr™ [kN] | 241,553 | 234,738 | 227,923 | 221,108 | 214,294 | 207,479 | 200,664 | 193,849
Fo,crMES [kN] 230,36 226,09 221,38 213,87 203,6 192,04 178,73 162,86
é 4,63% 3,68% 2.87% 3,27% 4,99% 7,44% 10.93% 15,99%
Tabela 121. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach ( k = 5)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 242,744 | 237,121 | 231,497 | 225,874 | 220,251 | 214,627 | 209,004 | 203,380
Fo,crMES [KN] 231,13 221,7 223,95 217,89 208,37 197,56 185,11 170,54
d 4,78% 3,97% 3,26% 3,53% 5,39% 7,95% 11,43% 16,15%
Tabela 122. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach ( k = 10)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 243,666 | 238,964 | 234,262 | 229,560 | 224,858 | 220,156 | 215,454 | 210,752
FocrMES [KN] 232,12 229,82 227,36 221,98 213,68 204,33 193,77 181,78
) 4,74% 3,83% 2,95% 3,3% 4,97% 7,19% 10,06% 13,75%
Tabela 123. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach ( k = 15)
C
= 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr ™ [KN] | 244,044 | 239,721 | 235,398 | 231,074 | 226,751 | 222,428 | 218,105 | 213,781
FocrMES [KN] 232,66 230,97 229,2 224,18 216,73 208,42 199,16 188,83
) 4,66% 3,65% 2,63% 2,98% 4,42% 6,3% 8,69% 11,67%
Tabela 124. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach ( k = 20)
C
= 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr ™ [KN] | 244,313 | 240,258 | 236,203 | 232,148 | 228,093 | 224,038 | 219,983 | 215,928
FocrMES [kN] 233,01 231,71 230,35 225,81 219,01 211,48 203,16 193,99
é 4,63% 3,56% 2,48% 2,73% 3,98% 5,61% 7,65% 10,16%
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Tabela 125. Wartosci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach ( k = 30)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 244,720 | 241,072 | 237,424 | 233,776 | 230,128 | 226,480 | 222,833 | 219,185
Fo.crMES [KN] 233,43 232,56 231,67 228,26 222,38 215,95 208,93 201,29
) 4,61% 3,53% 2,42% 2,36% 3,37% 4,65% 6,24% 8,16%

Tabela 126. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podilozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 40)

c
c_l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 245,027 | 241,686 | 238,345 | 235,005 | 231,664 | 228,323 | 224,983 | 221,642
Fo.crMES [KN] 233,66 233,03 232,39 230,05 224,82 219,14 212,99 206,35
é 4,64% 3,58% 2,5% 2,11% 2,95% 4,02% 5,33% 6,9%

Tabela 127. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych whasciwosciach (K = 50)

C
C—1 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
4]
Focr™@ [KN] | 245270 | 242,172 | 239,074 | 235976 | 232,878 | 229,779 | 226,681 | 223,583
FocRS[kN] | 2338 | 233,32 | 232,83 | 231,43 | 226,69 | 221,57 | 216,05 | 210,13
5 468% | 3.66% | 261% | 1,93% | 2.66% | 357% | 469% | 602%

2. Wariant: t. =16 mm, t =2 mm

Tabela 128. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 1)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 295,450 | 284,834 | 274,219 | 263,604 | 252,988 | 242,373 | 231,758 | 221,142
FocrMES [KN] 293,17 282,44 2714 259,98 248,03 235,22 220,91 203,49
é 0,77% 0,84% 1,03% 1,37% 1,96% 2,95% 4,68% 7,98%

Tabela 129. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 3)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
4]
Foce™™ [KN] | 299,250 | 292,436 | 285,621 | 278,806 | 271,991 | 265,176 | 258,362 | 251,547
Foc"ES[kN] | 296,79 | 289,34 | 28121 | 2722 | 262,08 | 25045 | 236,69 | 219,82
; 082% | 1.06% | 154% | 237% | 3.64% | 555% | 839% | 12.61%

Tabela 130. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
4]
Foce™ [KN] | 300,442 | 294,818 | 289,195 | 283,572 | 277,948 | 272,325 | 266,701 | 261,078
Foc™S[kN] | 297,73 | 291,54 | 28438 | 27626 | 266,99 | 256,23 | 24356 | 228,38
5 0,9% 111% | 1,66% | 258% | 3.94% | 591% | 868% | 12.52%
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Tabela 131. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 10)

belki tréjwarstwowej na podtozu

G

c 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8

Q

Focr" ™ [kN] | 301,363 | 296,661 | 291,959 | 287,257 | 282,556 | 277,854 | 273,152 | 268,450

Fo.crMES [KN] 298,85 293,43 287,3 280,27 272,41 263,34 252,91 240,85
) 0,83% 1,09% 1,6% 2,43% 3,59% 5,22% 7,41% 10,28%

Tabela 132. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 15)

belki trojwarstwowej na podiozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™@ [kN] | 301,742 | 297,419 | 293,095 | 288,772 | 284,449 | 280,125 | 275,802 | 271,479
Fo.crMES [KN] 299,25 294,31 288,77 282,54 275,52 267,6 258,64 248,48
) 0,83% 1,05% 1,48% 2,16% 3,14% 4,47% 6,22% 8,47%

Tabela 133. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 20)

belki trojwarstwowej na podtozu

C
C—1 0.1 0,2 03 0.4 05 06 07 08
4]
Focr™@ [KN] | 302,010 | 297,955 | 293,901 | 289,846 | 285,791 | 281,736 | 277,681 | 273,626
FocR"S [kN] | 29954 | 29496 | 289,86 | 284,17 | 277,82 | 270,73 | 262,8 | 253,93
5 082% | 101% | 137% | 196% | 2,79% | 3.91% | 536% 72%

Tabela 134. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych whasciwosciach (k = 30)

belki trojwarstwowej na podtozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 302,417 | 298,770 | 295,122 | 291,474 | 287,826 | 284,178 | 280,530 | 276,882
Fo,crMES [kN] 299,97 295,93 291,47 286,56 281,17 275,21 268,66 261,44
é 0,81% 0,95% 1,24% 1,69% 2,31% 3,16% 4,23% 5,58%

Tabela 135. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = 40)

belki tréjwarstwowej na podtozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 302,725 | 299,384 | 296,043 | 292,702 | 289,362 | 286,021 | 282,680 | 279,339
Fo,crRMES [KN] 300,3 296,64 292,64 288,28 283,53 278,33 272,67 266,49
é 0,8% 0,92% 1,15% 1,51% 2,02% 2,69% 3,54% 4,6%

Tabela 136. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 50)

belki trojwarstwowej na podiozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo,cr"™ [kN] 302,967 | 299,869 | 296,771 | 293,673 | 290,575 | 287,477 | 284,379 | 281,281
Fo.crMES [kN] 300,55 297,19 293,55 289,59 285,31 280,69 275,63 270,18
é 0,8% 0,89% 1,09% 1,39% 1,81% 2,36% 3,08% 3,95%
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3. Wariant: t. = 14 mm, ts = 3 mm

Tabela 137. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezeh normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 1)

G

o 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q

Focr"™ [kN] | 337,332 | 326,717 | 316,102 | 305,486 | 294,871 | 284,256 | 273,640 | 263,025

Fo.crMES [KN] 335,03 324,29 313,25 301,83 289,82 276,84 262,09 243,43

) 0,68% 0,74% 0,9% 1,2% 1,71% 2,61% 4,22% 7,45%

Tabela 138. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 3)

c
c_l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr™ [kN] | 341,133 | 334,318 | 327,503 | 320,689 | 313,874 | 307,059 | 300,244 | 293,429

Fo,crMES [kN] 338,65 331,21 323,08 314,07 303,87 292,02 277,8 260,03

é 0,73% 0,93% 1,35% 2,06% 3,19% 4,9% 7,48% 11,38%

Tabela 139. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

(4]

o 0,1 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8
Q

Focr ™ [KN] | 342,324 | 336,701 | 331,078 | 325,454 | 319,831 | 314,207 | 308,584 | 302,961

Fo,crMES [kN] 339,79 333,41 326,65 318,13 308,79 297,87 284,87 269,1

é 0,74% 0,98% 1,34% 2,25% 3,45% 5,.2% 7,68% 11,18%

Tabela 140. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 10)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr" ™ [kN] | 343,246 | 338,544 | 333,842 | 329,140 | 324,438 | 319,736 | 315,034 | 310,332

Fo,crRMES [KN] 340,71 335,29 329,17 322,23 314,29 305,16 294,6 282,32

é 0,74% 0,96% 1,4% 2,1% 3,13% 4,56% 6,49% 9,03%

Tabela 141. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = 15)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08
4]

Focr" ™ [kN] | 343,624 | 339,301 | 334,978 | 330,655 | 326,331 | 322,008 | 317,685 | 313,361

Fo,crRMES [KN] 341,11 336,18 330,66 324,45 317,45 309,53 300,54 290,3

é 0,73% 0,92% 1,3% 1,88% 2,72% 3,88% 5,4% 7,36%

Tabela 142. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 20)

1

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0

Focr ™ [KN] | 343,893 | 339,838 | 335,783 | 331,728 | 327,673 | 323,618 | 319,564 | 315,509

Fo,crRMES [kN] 3414 336,83 331,75 326,1 319,78 312,73 304,81 295,93

é 0,72% 0,89% 1,2% 1,7% 2,41% 3,36% 4,62% 6,21%
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Tabela 143. Wartosci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 30)

&
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Fo.cr"™ [KN] 3443 340,652 | 337,004 | 333,356 | 329,709 | 326,061 | 322,413 | 318,765
Fo.crMES [KN] 341,84 337,8 333,37 328,5 323,15 317,26 310,76 303,59
é 0,71% 0,84% 1,08% 1,46% 1,99% 2, 7% 3,61% 4,76%

Tabela 144. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezeh normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 40)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 344,607 | 341,266 | 337,926 | 334,585 | 331,244 | 327,903 | 324,563 | 321,222
Fo.crMES [KN] 342,17 338,51 334,54 330,22 325,52 320,39 314,8 308,7
é 0,71% 0,81% 1% 1,3% 1,73% 2,29% 3,01% 3,9%

Tabela 145. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 50)

C
C—1 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 08
4]
Focr™@ [KN] | 344,850 | 341,752 | 338,654 | 335,556 | 332,458 | 329,360 | 326,262 | 323,164
FocR"ES[KN] | 342,42 | 339,07 | 339,07 | 331,53 | 3273 | 322,72 | 317,77 | 3124
5 0.7% 078% | 012% 1.2% 155% | 2.02% 2.6% 3.33%

4. Wariant: t. =12 mm, t =4 mm

Tabela 146. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 1)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 368,453 | 357,837 | 347,222 | 336,607 | 325991 | 315,376 | 304,761 | 294,145
Fo,crRMES [KN] 365,96 355,23 344,21 332,77 320,71 307,6 289,97 264,83
é 0,68% 0,73% 0,87% 1,14% 1,62% 2,47% 4,85% 9,97%

Tabela 147. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 3)

C
C—l 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
4]
Foce”™ [KN] | 372,253 | 365439 | 358,624 | 351,809 | 344,994 | 338,179 | 331,365 | 324,550
Foc"ES[kN] | 36959 | 362,16 | 354,03 | 344,99 | 33471 | 322,66 | 30804 | 289,49
; 0.72% 0,9% 128% | 1,94% | 298% | 459% | 7.04% | 108%

Tabela 148. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 5)

1

p 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Q

Focr"™ [kN] | 373,445 | 367,821 | 361,198 | 356,575 | 350,951 | 345,328 | 339,704 | 334,081

Fo,crRMES [KN] 370,72 364,35 357,19 349,05 339,63 328,55 315,26 298,99
é 0,73% 0,94% 1,11% 2,11% 3,23% 4,86% 7,2% 10,5%
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Tabela 149. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla

sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 10)

belki tréjwarstwowej na podtozu

G

c 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8

[0]

Focr"™ [kN] | 374,366 | 369,664 | 364,962 | 360,260 | 355,559 | 350,857 | 346,155 | 341,453

Fo.crMES [KN] 371,64 366,23 360,11 353,16 345,19 335,99 325,3 312,79
é 0,73% 0,93% 1,33% 1,97% 2,92% 4,24% 6,02% 8,39%

Tabela 150. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla

sprezystym o zmiennych wlasciwos$ciach (k = 15)

belki tréjwarstwowej na podtozu

c
C—I 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 374,745 | 370,422 | 366,098 | 361,775 | 357,452 | 353,128 | 348,805 | 344,482
Fo.crMES [KN] 372,05 367,12 361,61 355,4 348,39 340,44 331,39 321,04
é 0,72% 0,89% 1,23% 1,76% 2,54% 3,59% 4,99% 6,8%

Tabela 151. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla

sprezystym o zmiennych witasciwosciach (k = 20)

belki trojwarstwowej na podtozu

C
C—1 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08
4]
Focr™@ [KN] | 375,013 | 370,958 | 366,984 | 362,849 | 358,794 | 354,739 | 350,684 | 346,629
FocR"S[kN] | 372,34 | 367,77 | 3627 | 357,06 | 350,75 | 343,69 | 33575 | 326,81
5 071% | 086% | 1.17% 1.6% 224% | 311% | 426% | 572%

Tabela 152. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla

sprezystym o zmiennych whasciwosciach (k = 30)

belki trojwarstwowej na podtozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo,cr"™ [kN] 375,42 371,773 | 368,125 | 364,477 | 360,829 | 357,181 | 353,533 | 349,885
Fo,crMES [kN] 372,78 368,74 364,33 359,48 354,14 348,27 341,78 334,61
é 0,7% 0,82% 1,03% 1,37% 1,85% 2,49% 3,32% 4,371%

Tabela 153. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = 40)

belki trojwarstwowej na podiozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 375,727 | 372,387 | 369,046 | 365,705 | 362,365 | 359,024 | 355,683 | 352,342
Fo,crRMES [KN] 3731 369,46 365,5 361,2 356,52 351,42 345,85 339,76
é 0,7% 0,79% 0,96% 1,23% 1,61% 2,12% 2,76% 3,57%

Tabela 154. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = 50)

belki trojwarstwowej na podiozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo,cr"™ [kN] 375,97 372,872 | 369,774 | 366,676 | 363,578 | 360,480 | 357,382 | 354,284
Fo,crRMES [KN] 373,36 370,01 366,4 362,51 358,3 353,75 348,82 343,48
é 0,69% 0,77% 0,91% 1,14% 1,45% 1,87% 2,4% 3,05%
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Rys. 81. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubo$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczna (k =1)
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Rys. 82. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubosci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numerycznag (k =3)
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Rys. 83. Wptyw wartosci stosunku C1/Co oraz zmiennych grubo$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numerycznag (k =5)
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Rys. 84. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubosci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k =10)
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Rys. 85. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubosci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k =15)
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Rys. 86. Wptyw wartosci stosunku C1/Co oraz zmiennych grubo$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analitycznag i numeryczng (k =20)
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Rys. 87. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubo$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k =30)
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Rys. 88. Wpltyw wartosci stosunku C1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k =40)
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Rys. 89. Wplyw wartosci stosunku C1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k =50)
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For [KIN]

Rys. 90. Wptyw wartosci parametru Kk oraz stosunku c1/cona warto$ci obcigzen krytycznych

For [kN]

Rys. 91. Wptyw stosunku ci/co 0raz wartosci parametru k na wartosci obcigzen krytycznych

For [KIN]

Rys. 92. Wptyw wartosci parametru K oraz stosunku c1/cona warto$ci obcigzen krytycznych
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Rys. 93. Wptyw stosunku ci/co 0raz wartosci parametru k na warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 14 mm)
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Rys. 94. Wptyw wartosci parametru K oraz stosunku c1/cona warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 16 mm)
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Rys. 95. Wptyw stosunku ci/co 0raz wartosci parametru k na warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 16 mm)
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Rys. 96. Wptyw wartosci parametru K oraz stosunku c1/cona warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczna (t; = 18 mm)

240

AL L AR AL

'.-“-‘.__,....a-.--:----
== -

so0L

Fer [KN]

180k

160

140}

0 10 20 30 40 50
k

Rys. 97. Wptyw stosunku ci/co 0raz wartosci parametru k na warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 18 mm)

— k=1
— k=3
— k=5
— k=10
— k=15
— k=20
— k=30

k=40

— k=50

cileg=0.1
cylcp=02
c1/cp=0.3
cy/ep=0.4
c1/cg=0.5
cilep=0.6
cylop=07
c1/ep=0.8

112



—=01k=1 —=0,1,k=15 —=0,1,k =50
CO CO CO

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3
%1 €1 €1

—=05k=1 —=05k=15 —=0,5k=50
Co Co Co

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3
1 €1 €1

—=08k=1 —=0,8,k=15 —=20,8k=50
Co Co Co

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3

Rys. 98. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 12 mm)
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Co Co Co

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3

Rys. 99. Postacie wyboczenia belki tréjwarstwowej (t, = 14 mm)
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CO CO CO

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3

Rys. 100. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 16 mm)
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Rys. 101. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 18 mm)
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1. Wariant: t =18 mm, tt =1 mm

Tabela 155. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
c_1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 235,558 | 222,749 | 209,940 | 197,130 | 184,321 | 171,512 | 158,703 | 145,893
Fo.crMES [KN] 221,25 220,1 208,08 195 181,73 168,13 153,94 138,38
é 3,53% 1,19% 0,89% 1,08% 1,41% 1,97% 3% 5,15%

Tabela 156. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
c_l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr ™ [KN] | 234,593 | 220,818 | 207,043 | 193,268 | 179,494 | 165,719 | 151,944 | 138,169

Fo,crMES [kN] 226,71 219,02 205,46 191,63 177,68 163,55 149,08 133,73

é 3,36% 0,81% 0,76% 0,85% 1,01% 1,31% 1,88% 3.21%

Tabela 157. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)

(4]

o 0,1 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 0,8
Q

Focr"™ [kN] | 234,053 | 219,738 | 205,424 | 191,109 | 176,794 | 162,480 | 148,165 | 133,850

Fo,crRMES [KN] 226,41 218,15 203,96 189,68 175,32 160,84 146,13 130,83

é 3,27% 0,72% 0,71% 0,75% 0,83% 1,01% 1,37% 2,26%

Tabela 158. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08
4]

Focr"™ [kN] | 233,709 | 219,050 | 204,391 | 189,732 | 175,073 | 160,414 | 145,755 | 131,096

FocrMES [KN] 226,21 217,5 202,99 188,41 173,78 159,05 144,16 128,85

é 3,21% 0,71% 0,69% 0,7% 0,74% 0,85% 1,09% 1,71%

Tabela 159. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08
4]

Focr ™ [KN] | 233,470 | 218,572 | 203,675 | 188,777 | 173,879 | 158,982 | 144,084 | 129,186

Fo,crMES [kN] 226,07 217,05 202,31 187,52 172,69 157,78 142,75 127,4

é 3,17% 0,7% 0,67% 0,67% 0,68% 0,76% 0,93% 1,38%

Tabela 160. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = ;)

1

p 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Fo,cr"™ [kN] 233,295 | 218,222 | 203,149 | 188,077 | 173,004 | 157,931 | 142,858 | 127,786

Fo,crRMES [KN] 225,96 216,71 201,81 186,86 171,87 156,83 141,69 126,3

é 3,14% 0,69% 0,66% 0,65% 0,66% 0,7% 0,82% 1,16%
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Tabela 161. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr" ™ [kN] | 233,161 | 217,954 | 202,747 | 187,541 | 172,334 | 157,127 | 141,921 | 126,714

Fo.crMES [KN] 225,89 216,45 201,43 186,35 171,25 156,1 140,87 125,43

) 3,12% 0,69% 0,65% 0,64% 0,63% 0,65% 0,74% 1,01%

Tabela 162. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

1

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr™ [kN] | 233,055 | 217,743 | 202,430 | 187,118 | 171,805 | 156,493 | 141,180 | 125,868

Fo,crMES [kN] 225,82 216,25 201,12 185,95 170,75 155,51 140,21 124,73

6 3,1% 0,69% 0,65% 0,62% 0,61% 0,63% 0,69% 0,9%

Tabela 163. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—1 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 08
4]

Focr ™ [KN] | 232,969 | 217,571 | 202,173 | 186,775 | 171,377 | 155,979 | 140,581 | 125,183

Fo,crMES [kN] 225,77 216,08 200,87 185,62 170,35 155,04 139,67 124,15

é 3,09% 0,69% 0,64% 0,62% 0,6% 0,6% 0,65% 0,83%

2. Wariant: t; =16 mm, tt =2 mm

Tabela 164. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

(&1

p 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr"™ [kN] | 293,256 | 280,447 | 267,637 | 254,828 | 242,019 | 229,210 | 216,400 | 203,591

Fo,crRMES [KN] 291,05 278,33 265,49 252,48 239,24 225,62 211,21 190,72

é 0,75% 0,75% 0,8% 0,92% 1,15% 1,57% 2,4% 6,32%

Tabela 165. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = %)

C1

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q

Focr" ™ [kN] | 292,290 | 278,516 | 264,741 | 250,966 | 237,191 | 223,416 | 209,642 | 195,867

Fo,crRMES [KN] 290,11 276,49 262,8 249,01 235,09 220,95 206,35 176,99

é 0,75% 0,73% 0,73% 0,78% 0,89% 1,1% 1,57% 9,64%

Tabela 166. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08
0]

Focr ™ [KN] | 291,751 | 277,436 | 263,121 | 248,807 | 234,492 | 220,177 | 205,863 | 191,548

Fo,crRMES [kN] 289,58 275,45 261,27 247,02 232,69 218,2 201,62 169,15

é 0,74% 0,72% 0,7% 0,72% 0,77% 0,9% 2,06% 11,69%
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Tabela 167. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = g)

[
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr" ™ [kN] | 291,406 | 276,747 | 262,088 | 247,429 | 232,770 | 218,111 | 203,452 | 188,793
Fo.crMES [KN] 289,24 274,78 260,28 245,73 231,11 216,39 197,28 164,11
) 0,74% 0,71% 0,69% 0,69% 0,71% 0,79% 3,03% 13,07%

Tabela 168. Wartosci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = E)

1

1

o 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Q

Focr™ [kN] | 291,168 | 276,270 | 261,372 | 246,475 | 231,577 | 216,679 | 201,782 | 186,884

Fo,crMES [kN] 289,01 274,32 259,59 244,83 230,01 215,11 194,25 160,59
6 0,74% 0,71% 0,68% 0,67% 0,68% 0,72% 3,73% 14,07%

Tabela 169. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = ;)

C
C—1 0.1 0.2 03 0,4 05 06 07 08
4]
Foc™™@ [KN] | 290,992 | 275920 | 260,847 | 245774 | 230,701 | 215,629 | 200,556 | 185,483
FocR"ES[KN] | 288,84 | 273,98 | 259,09 | 244,16 | 22919 | 21415 | 192,01 158
5 0,74% 0,7% 067% | 066% | 065% | 069% | 426% | 14.82%

Tabela 170. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr"™ [kN] | 290,859 | 275,652 | 260,445 | 245,238 | 230,032 | 214,825 | 199,618 | 184,412
Fo,crRMES [KN] 288,7 273,71 258,7 243,65 228,56 213,41 190,28 156,01
é 0,74% 0,7% 0,67% 0,65% 0,64% 0,66% 4,68% 15,4%

Tabela 171. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = %)

C1

c 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Q

Focr"™ [KN] | 290,753 | 275,440 | 260,128 | 244,815 | 229,503 | 214,190 | 198,878 | 183,566

Fo,crMES [kN] 288,6 273,5 258,39 243,24 228,05 212,82 188,92 155,44
6 0,74% 0,7% 0,69% 0,64% 0,63% 0,64% 5,01% 15,32%

Tabela 172. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezeh normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)

10

C
C—l 0.1 0.2 03 0.4 05 06 07 08
0]
Focr™™ [KN] | 290,667 | 275269 | 259,871 | 244,473 | 229,075 | 213,677 | 198,279 | 182,881
Focs" [kN] | 28851 | 27334 | 258,14 | 242,91 | 227,65 | 212,34 | 187,81 | 153,16
5 0.74% 0.7% 067% | 064% | 062% | 063% | 528% | 16.25%
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3. Wariant: t. = 14 mm, t =3 mm

Tabela 173. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprezeh normalnych dla belki trojwarstwowej

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

na podiozu

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
9
Fo,cr"™ [kN] 335,139 | 322,329 | 309,520 | 296,711 | 283,901 | 271,092 | 258,283 | 245474
Fo,crRMES [KN] 332,9 320,17 307,32 294,3 281,02 267,3 243,23 213,64
) 0,69% 0,67% 0,71% 0,81% 1,01% 1,4% 5,83% 12,97%
Tabela 174. Wartosci obciagzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = %)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
9
Fo.cr™™ [KN] 334,173 | 320,398 | 306,623 | 292,849 | 279,074 | 265,299 | 251,524 | 237,749
FocrMES [KN] 331,96 318,33 304,62 290,81 276,87 262,1 230,64 199,11
) 0,66% 0,65% 0,65% 0,7% 0,79% 1,21% 8,3% 16,25%
Tabela 175. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
9
Focr ™ [KN] 333,633 | 319,319 | 305,004 | 290,689 | 276,375 | 262,060 | 247,745 | 233,431
Fo.crRMES[KN] 331,43 317,28 303,08 288,81 274,45 256,12 223,58 190,99
) 0,66% 0,64% 0,63% 0,65% 0,7% 2,271% 9,75% 18,18%
Tabela 176. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
c
= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
9
Fo.cr™™ [KN] 333,289 | 318,630 | 303,971 | 289,312 | 274,653 | 259,994 | 245,335 | 230,676
Fo.crRMES[KN] 331,09 316,61 302,09 287,52 272,88 252,29 219,07 185,81
S 0,66% 0,63% 0,62% 0,62% 0,65% 2,96% 10,71% 19,45%
Tabela 177. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
c
= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
9
Focr™™ [KN] 333,050 | 318,152 | 303,255 | 288,357 | 273,460 | 258,562 | 243,664 | 228,767
FocrMES [KN] 330,85 316,14 301,4 286,61 271,77 249,62 215,95 182,22
é 0,66% 0,63% 0,61% 0,61% 0,62% 3,46% 11,37% 20,35%
Tabela 178. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = ;)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Fo.cr™™ [KN] 332,875 | 317,802 | 302,730 | 287,657 | 272,584 | 257,511 | 242,438 | 227,366
Fo.crRMES[KN] 330,68 315,8 300,89 285,94 270,95 247,66 213,65 179,58
é 0,66% 0,63% 0,61% 0,6% 0,6% 3,83% 11,87% 21,02%
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Tabela 179. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)

C
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr ™ [KN] | 332,741 | 317,534 | 302,328 | 287,121 | 271,914 | 256,708 | 241,501 | 226,294
Fo.crMES [kN] 330,55 315,54 300,5 285,43 270,32 246,16 211,89 177,57
) 0,66% 0,63% 0,6% 0,59% 0,59% 4,11% 12,26% 21,53%
Tabela 180. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
C
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr ™ [KN] | 332,635 | 317,323 | 302,010 | 286,698 | 271,385 | 256,073 | 240,761 | 225,448
Fo.crMES [kN] 330,44 315,33 300,19 285,02 269,82 244,98 2105 175,97
) 0,66% 0,63% 0,6% 0,59% 0,58% 4,33% 12,57% 21,95%
Tabela 181. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wiasciwosciach (k = 11—0)
C
= 0.1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr"™ [KN] | 332,550 | 317,152 | 301,754 | 286,355 | 270,957 | 255,559 | 240,161 | 224,763
Fo.crMES [kN] 330,36 315,16 299,94 284,69 269,41 244,01 209,38 174,69
é 0,66% 0,63% 0,6% 0,58% 0,57% 4,52% 12,82% 22,28%
4. Wariant: t. =12 mm, tt =4 mm
Tabela 182. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki trojwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = %)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 366,259 | 353,450 | 340,640 | 327,831 | 315,022 | 302,213 | 289,403 | 276,594
FocrMES [KN] 363,84 351,11 338,26 325,24 311,94 289,45 259,84 230,18
) 0,66% 0,66% 0,7% 0,79% 0,98% 4,22% 10,22% 16,78%
Tabela 183. Wartosci obciazen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
C
= 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr ™ [KN] | 365,293 | 351,519 | 337,744 | 323,969 | 310,194 | 296,419 | 282,645 | 268,870
FocrMES [KN] 362,89 349,26 335,56 321,75 307,79 278,42 246,9 215,35
) 0,66% 0,64% 0,65% 0,68% 0,77% 6,07% 12,65% 19,91%
Tabela 184. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = i)
C
= 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr"™ [KN] | 364,754 | 350,439 | 336,124 | 321,810 | 307,495 | 293,180 | 278,866 | 264,551
FocrMES [kN] 362,36 348,22 334,02 319,75 304,78 272,29 239,73 207,12
é 0,66% 0,63% 0,63% 0,64% 0,88% 7,13% 14,03% 21,71%
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Tabela 185. Warto$ci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu

sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = g)

c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
[0]
Focr ™ [KN] | 364,409 | 349,750 | 335,091 | 320,432 | 305,773 | 291,114 | 276,455 | 261,796
Fo.crMES [kN] 362,02 347,55 333,03 318,46 301,56 268,38 235,16 201,89
) 0,66% 0,63% 0,62% 0,62% 1,38% 7,81% 14,94% 22,88%
Tabela 186. Wartosci obcigzen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki trojwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
c
c_1 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 364,171 | 349,273 | 334,375 | 319,478 | 304,580 | 289,682 | 274,785 | 259,887
Fo,crMES [kN] 361,79 347,08 332,34 317,55 299,31 265,68 232 198,27
é 0,65% 0,63% 0,61% 0,6% 1,73% 8,29% 15,57% 23,71%
Tabela 187. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podtozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = ;)
c
= 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr™™ [kN] | 363,995 | 348,923 | 333,850 | 318,777 | 303,704 | 288,632 | 273,559 | 258,486
Fo,crMES [KN] 361,61 346,74 331,83 316,88 297,67 263,7 229,68 195,61
) 0,66% 0,63% 0,61% 0,6% 1,99% 8,64% 16,04% 24,32%
Tabela 188. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
c
C—l 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
Q
Focr ™ [KN] | 363,862 | 348,655 | 333,448 | 318,241 | 303,035 | 287,828 | 272,621 | 257,415
FocrMES [KN] 361,48 346,47 331,43 316,36 296,41 262,19 227,91 193,58
S 0,65% 0,63% 0,61% 0,59% 2,19% 8,91% 16,4% 24,8%
Tabela 189. Wartosci obciazen krytycznych i naprgzen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wtasciwosciach (k = %)
c
= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8
Q
Focr™™ [KN] | 363,756 | 348,443 | 333,131 | 317,818 | 302,506 | 287,193 | 271,881 | 256,569
Fo,crMES [kN] 361,38 346,26 331,12 315,96 295,42 260,99 226,51 191,98
é 0,65% 0,63% 0,6% 0,58% 2,34% 9,12% 16,69% 25,17%
Tabela 190. Wartosci obcigzen krytycznych i naprezen normalnych dla belki tréjwarstwowej na podiozu
sprezystym o zmiennych wlasciwosciach (k = %)
&
= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08
Q
Focr™™ [KN] | 363,670 | 348,272 | 332,874 | 317,476 | 302,078 | 286,680 | 271,282 | 255,884
FocrMES [kN] 361,29 346,09 330,87 315,62 294,61 260,02 225,38 190,69
é 0,65% 0,63% 0,6% 0,58% 2,47% 9,3% 16,92% 25,48%
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Rys. 102. Wptyw wartoéci stosunku €1/Cq oraz zmiennych grubo$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
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Rys. 103. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na wartosci obcigzen krytycznych
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Rys. 104. Wptyw wartoéci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (K =%)
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Rys. 105. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na wartosci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k :g)
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Rys. 106. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na wartosci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczna (k =§)
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Rys. 107. Wpltyw wartoéci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (K =%)
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Rys. 108. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na wartosci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k :%)
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Rys. 109. Wptyw wartosci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na wartosci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczna (k =%)
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Rys. 110. Wpltyw wartoéci stosunku €1/Co oraz zmiennych grubos$ci rdzenia na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (k =1—10)
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Rys. 111. Wptyw wartoéci parametru K oraz stosunku c1/co na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (t; = 12 mm)
350} T T T T T T TTETTTT ST TR T TSN T S S AN . .
TTTYTECRSC R --.--.---.---------.-------ﬂ"""""'
300tk '-”_____..----“""""'"'" — I
g = -_._.---r*"' -
5 m—— ----,.--""'-- —
s PPPTYE
250} RIS LE S s ]
200} .
0.1 02 03 04 0.5
k
Rys. 112. Wptyw stosunku c1/co oraz wartosci parametru K na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 12 mm)
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Rys. 115. Wptyw wartoéci parametru K oraz stosunku c1/co na warto$ci obcigzen krytycznych
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Rys. 116. Wptyw stosunku ci/co oraz wartoéci parametru K na warto$ci obcigzen krytycznych

uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 16 mm)
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Rys. 117. Wptyw wartoéci parametru K oraz stosunku c1/Co na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (t; = 18 mm)
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Rys. 118. Wptyw stosunku ci/co oraz wartoéci parametru K na warto$ci obcigzen krytycznych
uzyskanych metodami analityczng i numeryczng (tc = 18 mm)

Na podstawie rysunkow 98-101 oraz 119-122 mozna stwierdzi¢, ze postacie wyboczenia belki
trojwarstwowej, zarowno dla naturalnych, jak i wymiernych wartoSci wyktadnika potegowego k
funkcji ksztaltu, sg do siebie zblizone co do ksztaltu przybieranego przez model (2, 3 oraz 4 tryb
wyboczenia). Niezaleznie od wiasciwosci geometrycznych materiatu rdzenia i oktadzin, a takze
wlasciwosci podloza sprezystego, posta¢ wyboczenia byla taka sama. Zmianie ulegaty tylko wartosci

obcigzen krytycznych.
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Co Co 6 Co 10
tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3
Z—Z:o,s,k=% z—;=0,5,k=% z—;=0,5,k=%
tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3
Z—2=0,8,k=% E—;=0,8,k=% z—:=0,8,k=1—10
tryb wyboczenia: 2 tryb wyboczenia: 2 tryb wyboczenia: 2

Rys. 119. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 12 mm)
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2—::0,5,k=% z—;:O,S,k:% z—::O,S,k=%
tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3
2—:=o,s,k=% z—;=0,8,k=% z—z=0,8,k=1—10
tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 2 tryb wyboczenia: 2

Rys. 120. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 14 mm)
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Co Co 6 Co 10
NN N\

tryb wyboczenia: 4 tryb wyboczenia: 4 tryb wyboczenia: 4

Z—Z:o,s,k=% Z—l:o,sw:% z—;=0,5,k=%

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3

Z—z=0,8,k=% E—;=0,8,k=% z—:=0,8,k=1—10

tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3

Rys. 121. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 16 mm)

a_o0Lk== S ot k=a a0k =—
Co Co 6 Co 10
tryb wyboczenia: 4 tryb wyboczenia: 4 tryb wyboczenia: 4
z—:=0,5,k=% z—;=0,5,k=% E—Z=0,5,k=1—10
tryb wyboczenia: 4 tryb wyboczenia: 4 tryb wyboczenia: 4
2—;=O,8,k=% %:0,8,1{:% z—z=0,8,k=1—10
tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3 tryb wyboczenia: 3

Rys. 122. Postacie wyboczenia belki trojwarstwowej (t, = 18 mm)
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Celem badan przedstawionych w niniejszym rozdziale bylo poréwnanie wartosci obcigzen
krytycznych, uzyskanych metodami analityczng i numeryczna, a takze zbadanie wptywu parametrow
podtoza sprgzystego oraz parametrow geometrycznych belek jednorodnej i trojwarstwowej
na wartosci Fy cg. Gtownym zadaniem byta analiza stabilnosci belek na podtozu sprezystym. Podloze
sprezyste w modelu analitycznym zostalo opisane za pomoca funkcji matematycznej. Ksztalt podtoza
zostal uzalezniony od ksztattu wykresu funkcji, ktéra go opisuje. W przypadku modelu
numerycznego, podloze sprezyste zostato zastapione uktadem 24 sprezystych podpor o zmiennych
wartos$ciach sztywnosci. Utworzono modele belek w systemie SolidWorks, zdefiniowano warunki
brzegowe, a nastgpnie wyznaczono wartosci obcigzen krytycznych dla wybranych rodzin belek.
Ponadto przedstawiono tryby wyboczenia i poréwnano je miedzy soba.

W przypadku wlasciwosci geometrycznych belek, wplyw na wartosci obcigzen krytycznych miata
grubo$¢ rdzenia t.. Im mniejsza grubos¢, tym wigksza grubo$¢ okladzin, posiadajacych lepsze
wiasciwosci mechaniczne (modut Younga). Decydujacy wpltyw na wlasciwosci belek mialty parametry
podtoza sprezystego:

e parametr ksztattu k (wyktadnik potegowy funkcji opisujacej ksztatt poditoza sprezystego),

o amplitudy funkcji ksztattu cq /cy.

Analiza wynikéw pozwolita stwierdzi¢ duza zgodno$¢ pomiedzy obliczeniami analitycznymi
i numerycznymi. Wartos$¢ roznicy byta mata (wyjatek stanowity jedynie wartosci dla ¢, /cy = 0,8).
Jezeli chodzi o postacie wyboczenia to byly one do siebie zblizone co do ksztaltu przybieranego przez

model.
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Podsumowanie i wnioski koncowe

Gléwny cel niniejszej rozprawy doktorskiej dotyczyt matematycznej analizy belek jednorodnych

i trojwarstwowych na podtozu sprezystym, posiadajagcym zmienne wilasciwosci geometryczne.

Wszystkie belki zostaly podparte przegubowo i poddane $ciskaniu w plaszczyznach osiowych.

Przeprowadzona w dalszej czeSci pracy analiza numeryczna stanowila weryfikacje wynikoéw

uzyskanych metoda analityczng. Wyznaczono warto$ci obcigzen krytycznych dla dwoch rodzajow

belek, a nastepnie dokonano poréwnania wynikow.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozna zaobserwowac nastgpujace wnioski:

Wartosci  sit  krytycznych  w  belkach jednorodnych i trojwarstwowych zaleza
od geometrycznych wilasciwosci podtoza sprezystego.

Wartosci obcigzen krytycznych Fy.p zmieniaja si¢ wraz ze zmiang wartoSci parametru
k (parametr ksztaltu funkcji opisujacej podloze sprezyste) oraz parametru c;/c, (amplituda
funkcji podtoza). Sytuacja to dotyczy zarowno belek jednorodnych jak i trojwarstwowych
0 symetrycznych wlasciwosciach podtoza.

W przypadku belki jednorodnej o niesymetrycznych wiasciwosciach podioza sprezystego,
wartosci obcigzen krytycznych zaleza dodatkowo od parametru przesuniecia funkcji ksztaltu
p.

Postacie wyboczenia belek jednorodnych i trojwarstwowych, dla naturalnych i wymiernych
wartosci wyktadnika potegowego k funkcji ksztattu podtoza sprezystego, sa podobne. Zmianie
ulegaja jedynie warto$ci obcigzenia krytycznego.

W przypadku belek trojwarstwowych, warto$¢ obcigzenia krytycznego jest dodatkowo
uzalezniona od grubosci rdzenia t.. Wraz ze zmniejszaniem si¢ grubosci rdzenia, zwicksza
si¢ wartos¢ F cg.

Powyzsze wnioski sg zgodne z przyjeta teza rozprawy doktorskie;.
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Kierunki dalszych badan

Dalsze plany badawcze dotycza analizy stabilnosci konstrukcji na podtozu sprezystym. Badania

zwigzane beda z przygotowaniem modeli analitycznych dla belek i pr¢toéw osadzonych na réznych

rodzajach podltoza sprgzystego, a nastgpnie sprawdzeniu tych model za pomocg metody elementow

skonczonych. Szczegotowy opis prac przewiduje przygotowanie nastepujacych modeli numerycznych:

model belki jednorodnej na podtozu sprezysto — ciernym;
model preta na nieciggtym podlozu sprezystym;
model preta na podtozu sprezysto — ciernym;

model preta na podtozu z tarciem.

Ponadto zostang przeprowadzone dalsze badania pokrewne z tymi, przeprowadzonymi w ramach

niniejszej rozprawy doktorskiej. Dalsze rozwazania skupia si¢ na nastgpujacych kierunkach:

opracowanie uogolnionego modelu belki trojwarstwowej na podlozu sprezystym;

analiza wpltywu parametréw modelu numerycznego (wielkos¢ 1 liczba elementow
skonczonych, zageszczenie siatki itp.) na warto$ci obciazen krytycznych w konstrukcjach
na podtozu sprezystym;

analiza wptywu wilasciwosci mechanicznych (zmienne wartosci modulu Younga rdzenia
i oktadzin) i geometrycznych (zmienne grubosci oktadzin) na wartosci obcigzen krytycznych

w belkach trojwarstwowych na podtozu sprezystym.

Opracowane modele postuza do zwickszenia efektywnosci konstruowania powyzszych elementow.

Beda one pomocne w badaniach do§wiadczalnych belek i1 pretow na podtozu sprezystym, zarowno

w zakresie laboratoryjnym jak i przemystowym.
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