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Streszczenie

Rozprawa doktorska dotyczy zakresu sterowania optymalnego oraz sub-
optymalnego dla obiektéw nieliniowych. Zawarto w niej szczegdlowy opis
metody sterowania z regulatorem liniowo kwadratowym (ang. Linear Qu-
adratic Regulator- LQR), na ktérej opiera sie metoda bedaca gléwnym przed-
miotem pracy, wykorzystujaca nieliniowy kompensator SDRE (ang. State
Dependent Riccati Equation). Praca zawiera analize klasycznej metody wy-
korzystujacej SDRE zaréwno dla skonczonego, jak i nieskonczonego hory-
zontu czasowego, proponuje parametryzacje nieliniowych modeli do postaci
SDC (State Dependent Coefficient Form) oraz przedstawia zastosowanie
w symulacjach.

Jako nowy wktad, autorka proponuje skuteczny algorytm syntezy nieli-
niowego systemu ze sterowaniem w sprzezeniu zwrotnym, zapewniajac jed-
noczeénie duza elastyczno$é¢ projektowania sterowania dzieki macierzom za-
leznym od stanu. Wprowadzajac modyfikacje w macierzy kompensatora,
uzyskano nowe prawa sterowania dla proponowanych metod, zaréwno dla
skoriczonego, jak i nieskoniczonego horyzontu czasowego. Proponowane me-
tody pozwalaja uprosci¢ obliczenia wynikajace ze znalezienia rozwiazania
zaleznego od stanu algebraicznego réwnania Riccatiego (ang. State Depen-
dent Algebraic Riccati Equation- SDARE) oraz rézniczkowego, zaleznego od
stanu rownania Riccati’ego (State Dependent Differential Riccati Equation-
SDDRE). Dowiedziono, ze w przypadku nieskoniczonego horyzontu czaso-
wego, mozliwe jest rozwiazanie rownania Riccatiego tylko raz w caltym pro-
cesie sterowania. Natomiast w przypadku ze skonczonym horyzontem cza-
sowym réwnanie Riccatiego obliczane jest jedynie dla czasowo zaleznych
wzmocnien kompensatora w sprzezeniu zwrotnym — tak jak w zagadnieniach
sterowania optymalnego LQR. Dokonano analizy i opracowano dowody sta-
bilnoéci dla proponowanego podejscia. Prezentowane metody zaimplemen-
towano oraz poddano analizie symulacyjnej na wybranych modelach obiek-
téw rzeczywistych (zaréwno nieliniowych nieafinicznych, jak i afinicznych),
wyniki potwierdzily poprawno$é¢ dzialania oraz znaczace skrécenie czasu ob-
liczen.



Abstract

The doctoral dissertation concerns of the optimal and the suboptimal
cotrol problem for non-linear plants. Detailed description of the Linear-
Quadratic Regulator (LQR) control method was presented as well as the
method that is an extension of the LQR metod- State Dependent Riccati
Equation approach with non-linear compensator. An analysis of the classi-
cal metod using SDRE, for both finite and infinite time horizons is contained
and the parametrization of non-linear models to the State Dependent Coef-
ficient Form (SDC) is proposed and presented in simulations.

As a new contribution, the author proposed an effective algorithm for
the synthesis of a non-linear closed- loop system providing high flexibility in
the design of a control using state-dependent weight matrices. A new control
laws have been obtained thanks to modifications of the compensation ma-
trix for respectively finite and infinite time horizons. The proposed methods
allowe one to simplify computations to solve State-Dependent Algebraic Ric-
cati Equation (SDARE) and State-Dependent Differential Riccati Equation
(SDDRE). It has been proven that in the case of an infinite time horizon, the
Riccati equation can be solved only once in the entire control process. How-
ever, in the case of a finite time horizon, the Riccati equation is calculated
only for the time-dependent gain of the compensator closed-loop system -
as in the case of optimal LQR control problem. The stability analysis was
performed and evidenced for the proposed approach. The implementation
and simulations on selected models were presented (for non-linear non-affine
and affine systems). The results confirmed the correctness of computations
and a significant reduction of the computations time.
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Rozdziat 1

Wstep

Pierwsze prace zwigzane z metoda sterowania optymalnego ukladami
nieliniowymi pojawily sie w latach pieédziesiatych ubieglego wieku [1-3].
Problem sterowania optymalnego polega na znalezieniu takiego sterowania
dopuszczalnego, ktore zapewni minimum przyjetego wskaznika jakosci przy
ograniczeniach na dynamike obiektu sterowania. Mozna zatem powiedzie¢,
ze problem sterowania optymalnego polega nie tylko na zapewnieniu sta-
bilnego rozwigzania, uzyskaniu okreslonej szerokosci pasma roboczego czy
spelnieniu konkretnych wymagan wywodzacych sie z klasycznych metod ste-
rowania, ale ma zapewnia¢ mozliwie najlepsze sterowanie systemem konkret-
nego typu.

Klasyczne metody sterowania opracowane zostaly dla uktadéw linio-
wych. W takim przypadku przyjmuje sie, ze zaréwno obiekt sterowania,
jak i sterownik sa liniowe, a synteze sterownika prowadzi si¢ na podsta-
wie kwadratowych wskaznikéw jakosci, ktére w wyrazeniu podcatkowym
definiujg energie dostarczona do obiektu oraz energie tracona. Metody po-
zwalajace ksztaltowaé przebieg sterowania to metody liniowo kwadratowe
(ang. Linear- Quadratic L(Q)). Sa one tatwo adaptowalne do danego systemu
i pozwalaja na prosta implementacje [4, 5]. Jednak z uwagi na wrazliwosé
na zmiany parametréw, zaklocenia zewnetrzne, metody te moga nie zapew-
nia¢ oczekiwanej jakosci sterowania (np. szybkiej odpowiedzi przej$ciowej,
zerowania bledu stanu ustalonego i odpornosci). Radzac sobie z tymi ogra-
niczeniami sterowania liniowo optymalnego, zaczeto zwracaé¢ uwage na rézne
nieliniowe metody, jak np. sterowanie adaptacyjne [6-8], Slizgowe [9], kaska-
dowe [10], sterowanie tolerujace uszkodzenia [11], sterowanie krzepkie [12],
rozmyte [13], inteligentne [14] oraz predykcyjne [15].
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Préby poprawy jakosci projektowanego uktadu sterowania dla systemu
rzeczywistego wymagaja okreslenia miary jako$ci w celu optymalizacji.
W tym kontekscie warto zwrdci¢ uwage na problem zapewnienia wydajnosci
systemu, tak aby spelni¢ warunki brzegowe z rygorystyczna precyzja, czy
w przypadku probleméw inzynieryjnych, aby minimalizowaé¢ funkcje kosztu,
uzyskujac akceptowalna jako$¢ sterowania. Jeéli w modelu matematycznym
zatozono, ze obiekt jest liniowy, wowczas opracowanie, implementacja
i rozwigzanie problemu sterowania nie jest trudne, gdyz dostepna jest litera-
tura dotyczaca zaréwno teoretycznych, jak i praktycznych opiséw problemu.
Jednak spory problem pojawia sie, gdy zagadnienia zaczynaja dotyczy¢ dy-
namiki nieliniowej [16].

Wspéblczesnie nie ma jednej wspdélnej metody rozwiazania problemu ste-
rowania, ktéra bedzie dostosowana do wszystkich typow nieliniowosci,
a takze nieznanych zakldcen. Sterowanie optymalne zapewnia jednak ze-
staw ogdlnych narzedzi, ktére moga prowadzi¢ do efektywnego rozwigzania
problemu sterowania zaréwno w ciaglej, jak i dyskretnej dziedzinie czasu
w otwartej petli, a takze w sprzezeniu zwrotnym. W celu uzyskania opty-
malnego rozwigzania w otwartej petli, bazujac na klasycznym podejsciu ra-
chunku rézniczkowego [17], warunki konieczne przeksztalcaja problem ste-
rowania optymalnego w dwupunktowy problem wartosci granicznej, ktory
mozna rozwiaza¢ korzystajac z technik iteracyjnych [18]. Podejécie to wy-
maga rozsadnych wstepnych przypuszczen odnosnie mozliwego rozwigza-
nia, ktére nastepnie jest dalej sprawdzane w kontekscie warunkéw drugiego
rzedu, aby nadal bylo optymalne. Poza tym kombinacja sterowania w za-
mknietej i otwartej petli sprzezenia zwrotnego daje powszechnie wykorzy-
stywane sterowanie predykcyjne.

Inne teoretyczne podejscie polega na programowaniu dynamicznym.
W kontekscie problemu sterowania optymalnego, opiera sie¢ ono na sfor-
mutowaniu réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana, ktére jest skalarnym
nieliniowym réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu. Rozwiazanie tego
rownania jest optymalne, jednakze tylko w nielicznych przypadkach, nawet
dla systeméw malowymiarowych, mozliwe jest uzyskanie jawnej formuty
analitycznej. Stad korzysta sie z metod numerycznych, ktére pozwalaja na
uzyskanie rozwiazan przyblizonych [19]. Zlozonosé rozwiazan numerycznych
zalezy od stopnia nieliniowosci uktadéw i ze wzgledu na klopoty zwigzane
z przyblizaniem rozwiazania, rozwazania skupiaja sie gléwnie na nieskon-
czonym horyzoncie czasowym.

Godnym uwagi, a zarazem gléwnym zagadnieniem tej pracy jest po-
dejscie wykorzystujace zalezne od stanu réwnanie Riccatiego (ang. State-
Dependent Riccati Equation- SDRE) do uzyskania suboptymalnego prawa
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sterowania w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego. Jest to stosunkowo
nowy i skuteczny rodzaj sterowania optymalnego dedykowany dla uktadéw
nieliniowych. W roku 1962 Pearson przedstawil koncepcje definiujaca za-
lezne od stanu réwnanie Riccatiego [20]. Sterowanie optymalne w tamtym
czasie bylo uwazane jako zagadnienie trudne, ze wzgledu na problem stero-
wania nieliniowych systeméw dynamicznich. W swojej publikacji Pearson
zastosowal przyblizenie zaleznego od stanu nieliniowego i niestacjonarnego
systemu, przez liniowy system stacjonarny, dla ktérego rozpatrywal kwadra-
towy wskaznik jakosci. Burghart przedstawil proste rozwiazanie subopty-
malnego SDRE, wykorzystujac rozwiniecie w szereg Taylora [21].
Gerrard zaproponowal suboptymalne sterowanie w sprzezeniu zwrotnym dla
nieliniowych systeméw w oparciu o kwadratowe kryterium jakosci wykorzy-
stujac przyblizenie drugiego rzedu [22]. Wernli i Cook opracowali metode
aproksymacji bazujaca na rozwinieciu w szereg Taylora, przedstawili obiekt
jako zalezny od czasu i nieliniowy w funkcji stanu i sterowania, rozpatrujac
nieafiniczna strukture SDRE [23]. Pierwsze zastosowanie praktyczne wi-
doczne jest w pracach Cloutiera w latach dziewigédziesiatych [24-26], gdzie
technika ta zostala uzyta do rozwigzania problemu sterowania optymalnego
dla nieskonczonego horyzontu czasowego w systemach kosmicznych. Przy-
padki sterowania uktadéw nieliniowych w sprzezeniu zwrotnym dla rzeczywi-
stych obiektéw sa rozszerzeniem metody sterowania liniowo kwadratowego,
ktéra musi spelnié algebraiczne réwnanie Riccatiego (ang. Algebraic Riccati
Equation- ARE) aby zagwarantowaé pozadana jakos¢ sterowania. Jak po-
kazano w pracy Cimena [27] sterowniki oparte na SDRE sa szeroko wykorzy-
stywane w ztozonych systemach ze wzgledu na zakres stabilnosci, odpornosé
i skutecznos$é w uzyskiwaniu suboptymalnego prawa sterowania [28-31].
Zapewnienie optymalnosci w przypadku nieliniowego sterownika jest
bardziej skomplikowana niz w przypadku regulatora liniowo kwadratowego
ze wzgledu na pojawienie sie zalezno$ci od stanu w kompensatorze oraz
kwadratowym wskazniku jakosci. Udowodniono, ze warunki konieczne dla

optymalnoéci (tzn. — = 0, gdzie H to Hamiltonian) sa zawsze spelnione.

W przypadku systemld skalarnego zapewniona jest optymalnos¢ globalna,
w przypadku wielu zmiennych, asymptotyczna lokalna [32]. Analiza sta-
bilnosci jest najbardziej krytycznym zagadnieniem dla sterowania SDRE.
Wernli i Cook udowodnili, ze zalezne od stanu rownanie Riccatiego rozwia-
zane przy uzyciu rozwiniecia w szereg Taylora jest asymptotycznie stabilne
w niewielkim otoczeniu [23]. Cloutier przedstawil lokalna i globalng stabil-
noé¢ metody wykorzystujac funkcje Lyapunova, ktéra definiuje wzmocnienie
kompensatora jako macierz symetryczna dodatnio okreslong, co z kolei im-
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plikuje, ze pochodna tej funkcji jest ujemna [24, 25, 32].

Istotng kwestia w przypadku sterowania SDRE jest przejécie z nieli-
niowego systemu opisanego w ogdlnej postaci wektorowej, do alternatywnej
notacji macierzowo-wektorowej, ktéa nosi nazwe zaleznej od stanu parame-
tryzacji (ang. State- Dependent Parameterization SDP). Niestety zadanie
znalezienia odpowiedniej parametryzacji, a wlasciwie faktoryzacji, jest zada-
niem trudnym, stad w literaturze istnieje wiele publikacji dotyczacych tego
zagadnienia. Jedno z rozwigzan zostalo zaproponowane przez Cloutiera
i Mracka [24], jednak dopiero Liang i Lin podali warunki konieczne i wystar-
czajace dla istnienia mozliwiej parametryzacji SDC (ang. State- Dependent
Coefficient). Przedstawili kilka latwych do sprawdzenia warunkéw pozwa-
lajacych na zastosowanie SDC [33-35].

Podejscie wykorzystujace zalezne od stanu réwnanie Riccatiego jest efek-
tywnym narzedziem projektowania nieliniowych sterownikéw w sprzezeniu
zwrotnym i znajduje szerokie zastosowanie miedzy innymi w sterowaniu
sztuczna ludzka trzustka [36], w obrazowaniu odpowiedzi immunologicznej
na wirusa HIV [37], w leczeniu nowotwordéw [28, 38, 39], w wysokoci$nienio-
wych reaktorach chemicznych [40], w sterowaniu statkami kosmicznymi [26],
w robotyce [41-47], w wentylatorach kanalowych [48], w systemach lewitacji
magnetycznej [49], w procesach walcowania goracych tasm metalowych [50],
systemach sterowania satelitami [51], w lotnictwie [52-54], a takze
w silnikach synchronicznych z magnesami trwalymi [55, 56] czy w sterowa-
niu pociskami [57].

Najwiekszym mankamentem klasycznej metody wykorzystujacej SDRE

jest duza obliczeniochtonno$¢ i spora liczba operacji logiczno-arytmetycznych
potrzebnych do rozwigzania problemu sterowania, co utrudnia implementa-
cje w kontekscie rzeczywistych uktadéw sterowania. Klasyczna koncepcja
uwzglednia zalezno$¢ od stanu réwnan Riccatiego co powoduje, ze w kaz-
dym kroku czasowym, nalezy rozwiazywac zalezne od stanu rézniczkowe lub
algebraiczne rownanie Riccatiego.
Podjete przez autorke badania w tej rozprawie i nowe pomysty uwzglednia-
jace obecny stan wiedzy, pozwolily na opracowanie nowych technik znaczaco
ograniczajacych liczbe operacji arytmetyczno- logicznych i co najistotniejsze
uniezalezni¢ rozwigzanie réwnan Riccatiego od stanu. Dokonano modyfi-
kacji algorytmu sterowania wprowadzajac dwa kompensatory w sprzezeniu
zwrotnym, przy czym wzmocnienia tylko jednego z nich wyznacza sie z nie-
zaleznego od stanu réwnania Riccatiego, tak jak w metodzie LQR.
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Cel i zakres pracy

Celem rozprawy byto opracowanie i implementacja nowej metody stero-
wania obiektami nieliniowymi w wyniku przeprowadzonego studium litera-
tury oraz badan realizowanych w trakcie pracy nad rozwojem metody SDRE.
W zakresie przeprowadzonych badan podjeto sie rozwigzania nastepujacych
zagadnien:

zastosowanie linearyzacji dynamicznej powodujacej uniezaleznienie od
stanu réwnania Riccatiego zaréwno w przypadku ze skoniczonym,
jak i nieskonczonym horyzontem czasowym

rozwiazanie nieliniowego problemu sterowania poprzez sprowadzenie
do rozwigzania problemu LQR bez pominiecia nieliniowosci w sprze-
zeniu zwrotnym

uzyskanie dwéch kompensatoréw w sprzezeniu zwrotnym
uzyskanie nowych warunkéw suboptymalnosci

wykorzystanie wejSciowego kompensatora dynamicznego w celu unie-
zaleznienia macierzy sterowania od stanu

wykorzystanie pseudoinwersji do wyznaczenia kompensatora lineary-
zujacego uktad

wyznaczenie kompensatora odpowiedzialnego za sterowanie subopty-
malne z rozwiazania réwnania Riccatiego

opracowanie dowodu stabilnosci lokalnej i globalnej asymptotycznej
uktadu sterowania
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- uproszczenie implementacji

- zmniejszenie i ocena symulacyjna nakltadu obliczeniowego, a takze
czasu wyznaczania sterowania

- wykonanie symulacji, na zbiorze ukladéw z ograniczeniami holono-
micznymi, ktore pozwolily na poréwnanie wynikéw sterowania i cza-
sOw obliczen.

Bazujac na powyzszych wytycznych okre$lono nastepujace zatozenia
wstepne pracy:

1. Istnienie mozliwo$ci wprowadzenia zmian w strukturze ukladu za-
mknietego klasycznej metody SDRE.

2. Uktad, ktéry otrzymano po zastosowaniu zmian jest stabilny globalnie
oraz lokalnie.

3. Otrzymane prawo sterowania pozwala zmniejszy¢ naklad obliczeniowy
oraz ulatwia implementacje nowej metody w systemach.

Na podstawie powyzszych zalozen postawiono nastepujaca teze pracy:

Wykorzystanie pseudoinwersji Moore’a- Penrose’a do linearyzacji réow-
nan stanu ukladu zamknietego w metodzie SDRE daje moZliwosé poprawy
efektywnosci algorytmu wyznaczania sterowania suboptymalnego w ukladach
z ograniczeniamsi holonomicznymi. W przypadku nieskoriczonego horyzontu
czasoweqo, istnieje mozliwosé redukcji nakiadu obliczeniowego w taki sposob,
ze rownanie Riccatiego jest obliczane tylko raz w calym procesie sterowa-
nia. Natomiast w przypadku ze skoriczonym horyzontem czasowym, réwna-
nie Riccatiego moze byc obliczone jedynie dla czasowo zaleZnych wzmocnien
kompensatora w sprzezeniu zwrotnym — tak jak w zagadnieniach sterowania
optymalnego LQR.

Plan rozprawy jest nastepujacy. Pierwsze dwa rozdzialy dotycza celu
i motywacji podjecia tematu sterowania z wykorzystaniem SDRE.

Rozdzial 3 dotyczy matematycznego opisu uktadéw nieliniowych i defi-
niuje sposéb modelowania w przestrzeni stanéw oraz zawiera opis parame-
tryzacji SDC.

W rozdziale 4 przedstawiona zostala metoda terowania liniowo kwadra-
towego, ktora stanowi baze dla metody SDRE. W tym rozdziale zostata
takze przedstawiona klasyczna metoda SDRE zaréwno ze skonczonym,
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jak i z nieskonczonym horyzontem czasowym.

Kolejny rozdzial dotyczy istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania ste-
rowania SDRE ze sprzezeniem zwrotnym. Istotne w tym zagadnieniu sg
mnozniki Lagrage’a jak réwniez réwnanie Hamiltona- Jacobiego- Bellmana,
stanowiace wazne elementy przy definiowaniu sterowania wykorzystujacego
SDRE.

Rozdzial 6 stanowi propozycje nowej metody sterowania suboptymal-
nego opracowanej przez autorke, ktéra polega na wprowadzeniu zmian
w klasycznym podejsciu pozwalajac na redukcje naktadu obliczeniowego, nie
tracac przy tym na jakosci sterowania. Przedstawione sa zmiany dla skon-
czonego oraz nieskonczonego horyzontu czasowego.

Nastepny rozdzial jest takze osiagnieciem autorki. Dotyczy on analizy
stabilnoéci dla proponowanej metody i zawiera dowody zaréwno dla potwier-
dzenia stabilnosci asymptotycznej lokalnej oraz globalne;j.

W rozdziale 8 zostaly przedstawione metody rozwiazywania rownan Ric-
catiego. Rozpatrzono najczesciej stosowane metody: rozklad w szereg Tay-
lora jak rowniez algorytm Newtona, Kleinmana czy dekompozycja Schura.

Rozdzial 9 przedstawia wyniki symulacji i poréwnanie sterowania kla-
syczng metoda wykorzystujaca SDRE z nowsa propozycji tej metody. Opra-
cowane sterowania suboptymalne dla nastepujacych nieliniowych obiektdw
sterowania: silnika krokowego, quadrokoptera, oscylatora Van der Pola, ak-
tuatora, robota mobilnego, a takze manipulatora o 6 stopniach swobody
w zadaniu sterowania trzema stopniami.

W ostatnim rozdziale pracy znajduja si¢ wnioski i podsumowanie wyni-
kéw uzyskanych droga symulacji, a takze propozycje dalszych badan.




Rozdziat 3

Modele dynamiczne ukladéw
nieliniowych

3.1 Modele w przestrzeni stanéw

Projektant wykorzystujac opis w postaci modelu w przestrzeni standw
ma znacznie wieksze mozliwodci niz w przypadku wykorzystania modelu
typu wejscie-wyjécie. Po pierwsze, posiada znacznie wieksza ilo$¢ informa-
cji o obiekcie, ktéry jest przez niego opisywany, a takze o sposobie jego
dziatania. Ponadto dysponujac danymi bedacymi reakcjami obiektu na za-
dane wymuszenie, moze gromadzi¢ informacje o procesach wewnatrz samego
obiektu w czasie regulacji.

Tworzac model zmiennych stanu, nalezy znaé¢ strukture oraz zjawiska
fizyczne zachodzace w opisywanym ukladzie. Dzieki temu mozliwe jest uzy-
skanie informacji o skutkach sterowan na podstawie danej chwili czasu oraz
tych wystepujacych wczesdniej.

Konstruujac model z uzyciem zmiennych stanu nalezy przedstawié¢ za-
leznosci fizyczne opisujace zachowanie uktadu w postaci réwnan dynamiki.
Nastepnie dobiera sie zmienne stanu w taki sposob, aby mozliwe bylo jed-
noznaczne okreslenie stanu uktadu. Istotna wlasciwoscia tego typu modelu
jest rézniczkowa zaleznosé samych zmiennych stanu.

Wszystkie ponizsze wzory dotyczace tej klasy modeli beda odnosity
sie do ukladéw nieliniowych, jednak zastosowanie tych modeli mozliwe jest
takze w przypadku uktadéw liniowych [58].
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Wiadome jest, ze dla systeméw nieafinicznych, nieliniowa dynamike sys-

temu
z(t) = f(z(t), t) + g(z(t), w(t), t), (3.1)

gdzie:

z(t) € R™ - wektor stanu

w(t) € R™ - wektor wejécia

f(z(t),t) - wektor sktadowych funkcji zaleznych od stanu

g(z(t),w(t),t)- wektor sterowania
mozna przedstawi¢ w sposob [59]

#(t) = A(z(t))z(t) + B(z(t))wit), (3.2)

gdzie
f(z(t), 1) = A(z(t))z(t), g(z(t), w(t),t) = B(z(t))w(t).  (3.3)

Wprowadzajac wejsciowy kompensator dynamiczny
w=u (3.4)

mozna zapisaé¢ (3.1) jako

-

Oryginalne sterowanie w terowanie staje si¢ teraz elementem wektora
stanu, co wiecej skutkiem ubocznym tego rozwiagzania jest przeksztalcenie
systemu nieafinicznego (3.1) w uklad afiniczny (3.5).

Po dokonaniu parametryzacji SDC, uzyskuje si¢

0
I

f(z) + g(z, w)

0 +

u. (3.5)

x = F(x)x+Bu, (3.6)

gdzie
x = [z wl]l e R*™,

Ponizsze réwnanie przedstawia model opisany w przestrzeni standow,
przy pomocy rownan liniowych jako szczegdlny przypadek opisu uktadéw
nieliniowych

dx(t)
dt

= Ax(t) + Bu(t), (3.7)
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gdzie:

x(t) - wektor zmiennych stanu x € R"

u(t) - wektor wejsciowy ukladu u € R™

A - macierz stanu uktadu A € R™*"

B - macierz wejscia B € R™*™

n - liczba zmiennych stanu, definiujaca rzad modelu.

Majac zdefiniowane réwnanie (3.7) uzyskuje sie informacje na temat
zachowania ukladu, chcac uzyskaé informacje na temat sygnaléw wycho-
dzacych z niego, nalezy zdefiniowaé¢ réwnanie wyjscia [58]

y(t) = Cx(t) + Du(t), (3.8)

gdzie:
x(t) - wektor zmiennych stanu x € R"
u(t) - wektor wejsciowy ukladu u € R™
C - macierz wyjscia C € RP*"
D - macierz sterowann D € RP*™
p - liczba wyj$¢ modelu.

3.2 Modele sparametryzowane

W literaturze pojawiaja sie okreslenie rozszerzonej linearyzacji (ang.
extended linearization) [60] czy linearyzacji pozornej (ang. apparent lineari-
zation) [23] dla parametryzacji SDC (ang. State- Dependenct Coefficient)
[25, 28, 32]. Parametryzacja ta jest procesem przeksztalcajacym nieliniowy
system do struktury liniowo podobnej z macierzami SDC. Zakladajac, ze
F(-) € C1(Q) i F(0) = 0, ciagta nieliniowa macierz A (x) zawsze istnieje
i jest postaci

F(x) = A(x)x, (3.9)

gdzie A : Q — R™" jest znajdywane poprzez faktoryzacje i jest jedno-
znaczna dla n > 1. Nalezy zaznaczy¢, ze wcze$niej poczynione zaltozenie
odnosnie F(x) gwarantuje istnienie globalnej parametryzacji SDC dla F(x)
na 2 [61].

Niech F : Q — R" bedzie takie, ze F(0) = 0 oraz F(-) € C¥(Q), k > 1.
Wtedy dla wszystkich x € ) zawsze istnieje parametryzacja SDC przedsta-
wiona we wzorze (3.9) dla pewnej klasy macierzy A : Q — R"™*". Przyklad
takiej parametryzacji moze by¢ przedstawiony w nastepujacy sposob [62]
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_ [1OF

A = — |x= 1
(X) 0 8X ‘X—)\x d)\v (3 0)

gdzie:
AeR.
Prawdziwos$é réwnania (3.10) mozna dowiesé rozwazajac funkcje

F:R—R" (3.11)
zdefiniowana jako [63]
F(\) = F(\x). (3.12)

. - L qF
R = F() = F(0) + [ T Nan (3.13)
0
Zakltadajac, ze .
F(0)=0 (3.14)
oraz .
dF(\) OF
o g 87)( ‘x:)\x X (315)
wtedy,
LOF
F(x) = \ Ox lx=ax dAX. (3.16)

Poréwnujac réwnanie (3.16) z (3.9) otrzymuje sie oczekiwany wynik pod
postacia réwnania (3.10).

Wykorzystujac rozszerzong linearyzacje, kazdy nieliniowy system, ktory
jest w postaci

x(t) = F(x) + B(x)u(t), x(0) = xo, (3.17)

i spelnia warunki dla F(x) okreslone powyzej, mozna przedstawié¢ za pomoca
nastepujacej formy SDC

x(t) = A(x)x(t) + B(x)u(t), x(0)=xq. (3.18)

Uklad ten ma liniowa strukture z macierzami SDC A(x) oraz B(x).
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Przyktad 1. Niech bedzie dany system, w ktérym [64]

T2

F(z) = [ x%] . (3.19)

Wtedy, najbardziej naturalng parametryzacjg SDC jest

Ai(z) = Lf’% 10] . (3.20)

Mozna takze wyznaczyé inng parametryzacje SDC odpowiednio mnoZgc
lub dzielgc przez x1 postaci

A 5 0
= | % . 3.21
(@)= |5 g (3.21)

Dodajgc © odejmujgc odpowiednio x1 © xo mozna uzyskaé kolejng para-
metryzacje

As(a) = [‘“’”é o (3.22)

7 0

Jesli istniejqg przynajmniej 2 parametryzacje SDC, to jest ich nieskon-
czona liczba. Wtedy, dla 0 < o < 1 prawdziwe jest

aAi(z)xz+ (1 — a)Azx(z)x = aF(x) + (1 — o) F(x) = F(x). (3.23)

Na podstawie [28, 32, 64] parametryzacje SDC mozna opisa¢ uwzgled-
niajac nastepujace definicje:

Definicja 3.1

Parametryzacja SDC przedstawiona we wzorze (3.18) jest sterowalna
parametryzacja dla nieliniowego systemu (3.17) w obszarze  jesli para
A (x),B(x) jest stabilizowalna (sterowalna) w kazdym punkcie w sensie li-
niowym dla wszystkich x € Q.

Definicja 3.2

Parametryzacja SDC przedstawiona we wzorze (3.18) jest obserwowalna
parametryzacja dla nieliniowego systemu (3.17) w obszarze  jesli para
C(x), A(x) jest obserwowalna w kazdym punkcie w sensie liniowym dla
wszystkich x € Q.
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Definicja 3.3

Parametryzacja SDC przedstawiona we wzorze (3.18) jest macierza Hur-
witza w obszarze () jesli wartodci wlasne A(x) leza w lewej pdlplaszczyznie
zmiennych zespolonych (maja ujemne czesci rzeczywiste) takie, ze
Re[Xi(A(x))] < 0 dla wszystkich x € Q.
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Rozdziat 4

Regulacja LQR i SDRE

4.1 Klasyczna metoda sterowania liniowo
kwadratowego LQR

Metoda wykorzystujaca regulator liniowo kwadratowy LQR (ang. Li-
near Quadratic Regulator), jest metoda dedykowana dla liniowych ukladéw
dynamicznych z kwadratowymi wskaZnikami jakosci sterowania. Uktady te
opisuje sie liniowymi réwnaniami rézniczkowymi stanu.

Istota sterowania polega na znalezieniu takiego sterowania obiektem li-
niowym, aby zapewni¢ minimalizacje pewnej funkcji celu, inaczej wskaznika
jakosci (ang. performance index). Funkcja ta opisuje energie dostarczona do
obiektu i energie w nim tracona, matematycznie ma charakter formy kwa-
dratowe;j.

Uktad regulacji LQR jest ukladem sterowania z kompensatorem linio-
wym w sprzezeniu zwrotnym od stanu. Uklad ten nalezy do klasy optymal-
nych uktadéw sterowania, co zapewnia optymalny dobér wzmocnien regula-
tora w sprzezeniu zwrotnym wzgledem przyjetego kryterium jakosci.

Nieodtgcznym elementem sa macierze wag, bedace parametrami wskaz-
nika jakoéci, ktére nalezy odpowiednio dobraé¢ do calego systemu. Zazwyczaj
stosuje sie podejscie iteracyjne do znalezienia ich odpowiednich wartoéci.
Jedna z korzysci plynaca z wykorzystania tej metody jest zapewnienie ob-
liczenia macierzy wzmocnien w sprzezeniu zwrotnym oraz zaprojektowania
systemu, ktéry jest stabilny [4].

Ze wzgledu na mozliwos¢ okreslenia czasu sterowania rozroznia sie me-
tody:

- LQR ze skonczonym horyzontem czasowym,
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- LQR z nieskoriczonym horyzontem czasowym.

W kolejnych podrozdziatach wyprowadzono i opisano obie wymienione
metody. Dla uproszczenia zapisu, zalezno$é¢ od czasu celowo pomijana jest
w niektérych miejscach.

4.1.1 Sterowanie LQR ze skoniczonym horyzontem czasowym

W przypadku systemu liniowego
x(t) = Ax(t) + Bu(x,1t) (4.1)

gdzie:

x - wektor stanu € R"”

u - wektor wejscia € R™

A - macierz stanu ukladu o stalych wspoélczynnikach € R™*"

B - macierz wejscia o stalych wspdélczynnikach € R™*™
okreslonego na przedziale t € [to,¢1] oraz opisanego wskaznikiem jakosci
bedacym catksg formy kwadratowej minimalizowanego podczas procesu ste-
rowania

T = <" ()8(0)x(0) + 5 [ (OQx(0) +u” (ORu(x )dr. (42)

Jest to problem optymalizacji Bolza, bedacy kombinacja problemdw
optymalizacji Lagrange’a i Mayera [65], gdzie Q € R™*" S € R™ " sa
symetrycznymi, dodatnio okreslonymi macierzami, co oznacza, ze warto$é
x7'Qx jest zawsze dodatnia lub réwna 0 dla kazdego ¢ dla wszystkich funk-
cji x za§ R € R™*™ jest symetryczna, dodatniag macierza, co oznacza, ze
sktadnik u”Ru jest zawsze dodani dla kazdego ¢ i dla wszystkich wartoéci
u # 0.

Parametr ¢, jest traktowany jako parametr ukryty i pomijany w dalszej
czesci rozprawy, dotyczy to nie tylko tego podrozdziatu, ale takze 4.1.2.

Niech uklad bedzie sterowany, tzn. para (A, B) bedzie sterowalna.

Powyzsze zapewnia, ze J jest dobrze zdefiniowane. W odniesieniu do
wartosci wlasnych macierzy, te zwiazane z macierza Q powinny by¢ nie-
ujemne, kiedy wartosci wlasne macierzy R powinny byé¢ dodatnie.

Jedli obie sg diagonalne, to w macierzy R wszystkie musza by¢ dodatnie,
za$ w macierzy Q niektore moga by¢ zerami na diagonali. Macierz R musi
byé¢ odwracalna.
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Macierze Q oraz R sa dobierane przez projektanta systemu. W zalezno-
sci od doboru macierzy wag, uktad zamkniety bedzie dawal inng odpowiedz.
W ogélnosci wybor wickszych wartosci dla macierzy Q powoduje minimali-
zacje wskaznika J dopiero przy mniejszej normie stanu x w poréwnaniu do
normy sterowania u. Wybodr wiekszych wartosci dla R oznacza, Zze norma
sterowania u musi by¢ mniejsza aby zapewni¢ minimalizacje wskaZznika J.
To implikuje, ze wieksze wartosci Q w ogdlnosci skutkuja szybszym zbiega-
niem stanu do zera, za$ wicksze wartosci macierzy R, wiekszymi przeregu-
lowaniami.

Celem znalezienia sterowania optymalnego, definiuje sie¢ Hamiltonian
postaci

1
H= i(xTQx +u’Ru) + p’ (Ax + Bu), (4.3)

gdzie p € R" jest wektorem zmiennych dotaczonych.

Sterowanie uzyskiwane jest z warunku a 0. Pamietajac, ze R

u
jest macierzg odwracalna dla kazdego t, oraz biorac pod uwage gradient
Hamiltonianu, mozna wnioskowaé, ze sterowanie optymalne musi spetniaé:

u=-R!'B7p. (4.4)

Réwnanie (4.4) rzeczywiScie maksymalizuje Hamiltonian (globalnie).
Dalej wyznaczana jest pochodna p:

dp  OH
dt  o0x
Nastepnie wprowadza sie nastepujaca zalezno$é liniowa

~ATp — Qx. (4.5)

p = Kx, (4.6)
gdzie K € R"*". Po zrézniczkowaniu (4.6) mozna zapisa¢, ze:

dp dx dK
i KE + TR (4.7)

Uwzgledniajac (4.4-4.7) oraz wykorzystujac réwnanie kanoniczne otrzymuje
sie:

dK
T
Roéwnanie (4.8) nazywane jest réwnaniem rézniczkowym Riccatiego (ang.
Riccati differential equation- RDE). Daje ono podstawy do zastosowania

KA - KBR'B'K + ATK + Q = (4.8)
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regulatora LQR w ukladzie sterowania [66].

Istotne jest podanie warunku poczatkowego dla rozwigzania réwnania
(4.8). W przypadku skoriczonego horyzontu czasowego, istnieje koniecznosé
poszerzenia zasady maksimum Pontriagina o warunek transwersalnosci.
Wtedy, na podstawie (4.2) oraz warunku transwersalnosci [67] uzyskuje sie
warunek poczatkowy postaci

K(t1) = S(t1). (4.9)

4.1.2 Sterowanie LQR z nieskonnczonym horyzontem czaso-
wym

Uktad dynamiczny opisany jest liniowym réwnaniem rézniczkowym stanu
postaci

x(t) = Ax(t) + Bu(x, t), (4.10)

gdzie:

x - wektor stanu € R"

u - wektor sterowan € R™

A - macierz ukladu € R™*"

B - macierz sterowan € R™*™
Niech uklad bedzie sterowany, tzn. para (A, B) bedzie sterowalna.

Istota sterowania LQR z nieskoriczonym horyzontem czasowym jest zna-
lezienie takiego sterowania, ktore minimalizuje okredlony wskaznik jako$ci.
Oznacza to, ze celem sterowania jest minimalizacja funkcjonatu przy ograni-
czeniach na dynamike obiektu. Wskaznik, bedacy catka formy kwadratowe;j
ma postaé

J(u) = % 7(XTQX + uTRu) dt, (4.11)
to

gdzie Q € R™ ™ jest symetryczna, dodatnio okre$long macierzg, co ozna-
cza, ze warto$¢ x! Qx jest zawsze dodatnia lub réwna 0 dla kazdego t dla
wszystkich funkcji x za§ R € R™*™ jest symetryczna, dodatnig macierza,
co oznacza, ze u! Ru jest zawsze dodanie dla kazdego t dla wszystkich war-
tosci u.

Warunki nakladane na macierze Q oraz R w celu minimalizacji wskaz-
nika jakoéci J, sa takie same jak w przypadku metody LQR ze skonczonym
horyzontem czasowym, co juz zostalto szczegdétowo opisane w rozdziale 4.1.1.

W celu zaprojektowania ukladu sterowania i zdefiniowania prawa stero-
wania, na poczatku nalezy okresli¢, czy uklad jest sterowalny. Te informacje
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uzyskuje sie sprawdzajac, czy istnieje mozliwos¢ przeprowadzenia ukladu

z dowolnego stanu poczatkowego do stanu koncowego, wykorzystujac do-
puszczalne sygnaly sterujace. Jednakze trajektoria przechodzenia ukltadu
(4.10) ze stanu poczatkowego do konicowego nie jest okreslona a priori.

W celu sprawdzenia sterowalnos$ci wprowadza sie macierz W postaci

W=[B AB .. A"'B|. (4.12)

Jedli macierz W jest pelnego rzedu, to system jest sterowalny dla kaz-
dego x € R", co wynika z warunku Kalmana.

Problem sterowania przedstawiony jest w nastepujacy sposdéb: majac
macierze A € R™" B € R™™ Q € R™ " oraz R € R™*™ znalez¢ takie
dopuszczalne sterowanie u € R™ dla t € [ty, 0], ktére przeprowadza stan
od x¢ do X~ minimalizujac wskaznik jakosci (4.11).

Jedli funkcje podcatkowe x” Qx + u” Ru oraz Ax + Bu sy ciggle
rézniczkowalne dla kazdego argumentu to mozna zalozyé, ze u € C [tg, o0]
jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik J(u) : C [tg,00] = Ry. W celu
rozwiazania tego problemu, nalezy zdefiniowa¢ Hamiltonian

1
H= 3 (XTQX + uTRu> + p? (Ax + Bu), (4.13)

gdzie p € R" jest wektorem zmiennych dotaczonych.

Jedli u € C [tg, 00] jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik (4.11)
w odniesieniu do (4.10) i jesli x jest stanem, to istnieje takie p € C [tg, o0],
dla ktérego rownania kanoniczne zasady maksimum Pontriagina sa naste-
pujace

E;‘Z (p,x,u,t) =0 dla tE€ [tyg, 0] (4.14)
oraz
. OH .
P=—"F- (p,x,u,t) =0 dla t€[ty,o] i p(oco)=0. (4.15)

Powyzsze réwnania sa warunkami nakladanymi na p, zapewniajacymi uzy-
skanie sterowania optymalnego minimalizujacego (4.11).
Obliczajac pochodna czastkowa z (4.15) uzyskuje sie
p= —%—Z =—-ATp-—Qx (4.16)
Wynika z tego, ze kazdy optymalny wektor sterowan u € R™ i odpo-
wiadajacy wektor stanu x € R™ spelnia (4.14), co skutkuje, ze

20



ROZDZIAL 4. REGULACJA LQR I SDRE

OH
— =Ru+B'p=o0. 4.1
7a u-+ P (4.17)

Stad sterowanie optymalne wynosi

u=-R'B7p. (4.18)

Niech p bedzie wyrazony przez forme liniowa

p = Kx, (4.19)
gdzie K(x) € R™*", natomiast niech x bedzie rozwiazaniem réwnania
% = Ax - BR7'B'Kx (4.20)
dla t € [to, 00|, x(to) = xo.
Wtedy sterowanie ze sprzezeniem zwrotnym przyjmuje postaé
u=-R!'BTKx. (4.21)
Wyprowadzajac pochodng z réwnania (4.19) otrzymuje sie

p =Kx + Kx = Kx + KAx — KBR'BTKx. (4.22)
Przyréwnujac réwnania (4.16) oraz (4.22) uzyskano
Kx + KAx - KBR!BTKx = ~ATKx — Qx. (4.23)
Porzadkujac i wylaczajac przed nawias x otrzymuje sie rézniczkowe réwna-
nie Riccatiego (ang. Differential Riccati Equation- DRE)
K+ KA -KBR 'BTK + ATK + Q =0, (4.24)
ktére rozwiazane w czasie tg = 0 przy warunku K(co) = 0 daje stala ma-
cierz niezalezng od tg, ktéra jest unikalnym, symetrycznym, dodatnim skon-

czonym rozwigzaniem algebraicznego réwnania Riccatiego- ARE. Daje ono
podstawy do zastosowania regulatora LQR w ukladzie sterowania [66]

KA - KBR'B’K+ ATK + Q = 0. (4.25)

Sterowanie optymalne ma postaé

u=-R!'BTKx. (4.26)

Dla ukladu ze wskazZnikiem (4.11) w odniesieniu do (4.10) réwnanie

Riccatiego rozwiazuje sie z wykorzystaniem, np. macierzy funkcji signum
czy metody Schura lub Newtona [66].
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4.2 Klasyczna metoda sterowania SDRE dla
ukladéw nieliniowych

Metoda sterowania SDRE (ang. State Dependent Riccati Equation)
stala sie bardziej popularna ze wzgledu na efektywna mozliwoéé¢ projek-
towania nieliniowych regulatoréw oraz zapewnienie wiekszej elastycznosci
poprzez wprowadzenie zaleznych od stanu macierzy wag [24].

Nieliniowa dynamika systemu w metodzie SDRE, jest przyblizana z uzy-
ciem parametryzacji SDC do systemu liniowego z macierzami wspotczynni-
kéw zaleznymi od stanu, ktére sa kluczowe do rozwiazania algebraicznego
rownania Riccatiego- ARE, oraz réwnania rézniczkowego DRE i uzyskania
suboptymalnego prawa sterowania. Minimalizacja nieliniowego wskaznika
jakosci daje forme kwadratowa [20, 25, 27, 68, 69] i jest takze wykorzysty-
wana w systemach lokalnie dodatnich[31, 70].

W ostatniej dekadzie metoda ta byla wykorzystywana w wielu réznych
dziedzinach naukowych. I tak na przyklad, sterowanie i estymacja stanu
w satelitach i statkach kosmicznych [26], sterowanie serwopneumatycznymi
napedami [71], sterowanie quadrocopterami [72-74], robotyka [75], stero-
wanie nieafinicznymi systemami [76], a takze w medycynie do dawkowania
lekéw w trakcie chemioterapii [77].

Jedng z najwiekszych niedogodnoéci metody SDRE jest zalezo$¢ od
czasu rownan Riccatiego. To sprawia, ze konieczne staje si¢ rozwiazywa-
nie réwnan wielokrotnie, podczas procesu sterowania, co z kolei powoduje
trudnodci zwiazane z implementacja w systemach rzeczywistych [64, 78].

4.2.1 Klasyczna metoda SDRE ze skonczonym horyzontem
czasowym

Rozwazany jest nieliniowy system
x(t) = F(x) + Bu(t), (4.27)

gdzie x € R",u € R™ sg odpowiednio wektorami stanu i wejécia. F(x)
jest wektorem klasy C*, za$ macierz B € R™ ™ jest macierza o stalych
wspotczynnikach. Nalezy znalezé sterowanie dopuszczalne u € R™ dla ¢y <
t < t1, ktére minimalizuje wskaznik jakosci [5, 23, 79, 80]
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T = T ES(0x() + 5 [T OQE() + uT (RGu()dr,

(4.28)
gdzie Q(x) € R™ ™ i S sg symetrycznymi dodatnimi pélokreslonymi ma-
cierzami, zas R(x) € R™*™ jest macierza symetryczna dodatnio okreslona.
Macierze te, sa rézniczkowalne w sposob ciagly przynajmniej do pierwszej
pochodne;j.

Rozwiazanie problemu sterowania ze skonczonym horyzontem czasowym
wymaga przedstawienia (4.27) w postaci sparametryzowanej, co bylo przed-
miotem pracy [24]

x(t) = A(x)x(t) + Bu(t), (4.29)

gdzie A(x) € R A(x)x = F(x).
Istnieje wiele metod parametryzacji SDC. Kazda z nich powinna spet-
nia¢ dla 0 < o < 1 zaleznosé

aAr(x)x+ (1 — )Arr(x)x = aF(x) + (1 — a)F(x) = F(x). (4.30)

W celu zaprojektowania uktadu sterowania i zdefiniowania prawa stero-
wania, na poczatku nalezy okresli¢, czy uklad jest sterowalny. Ogdlnie, ste-
rowalno$¢ informuje o mozliwosci sterowania uktadu z dowolnego stanu po-
czatkowego x(0) do stanu koncowego x(t1) wykorzystujac dopuszczalne sy-
gnaly sterujace. Jednakze trajektoria przechodzenia ukladu (4.27) z punktu
poczatkowego do koncowego nie jest sprecyzowana. W celu sprawdzenia
sterowalno$ci, wprowadza sie¢ macierz W (x) zalezng od stanu, postaci

W(x)=[B Axx)B ... A" (x)B]. (4.31)

Jesli macierz W(x) (w tym wypadku zalezna od stanu) jest pelnego
rzedu, to system jest sterowalny dla kazdego x € R"™. W praktyce, nalezy
wybraé taka parametryzacje, ktéra zapewni macierzy W(x) pelen rzad dla
calego obszaru sterowania.

Jedli funkcje podcatkowe x” Q(x)x +u’ R(x)u oraz A (x)x +Bu sa r6z-
niczkowalne w sposob ciagly dla kazdego argumentu, to mozna zatozyé, ze
u € Cltg, 00| jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik J(u) : C[to, 0o] —
R4. W celu rozwiazania problemu, stosuje si¢ rachunek Hamiltona-Jakobiego-
Bellmana, uzyskujac Hamiltonian postaci
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1
H= §(XTQ(X)X +u’R(x)u) + p’ (A(x)x + Bu), (4.32)
gdzie p € R™ jest wektorem zmiennych dotaczonych i korzystajac z warunku

optymalnoéci — = 0 uzyskuje sie prawo sterowania analogicznie jak dla

u
problemu sterowania z regulatorem liniowo kwadratowym LQR, postaci
u=-R!'BTp. (4.33)
Podstawiajac

p = K(x)x (4.34)

gdzie K(x) € R™*"™ i obliczajac pochodna obu stron réwnania (4.34)
po czasie mozna zapisac:

p = K(x)x + K(x)x = K(x)x + K(x)A(x)x — K(x)BR™}(x)BTK(x)x.

(4.35)
Konieczny warunek optymalnosci dla SDRE [25] ma postacé
: 0H
P=—7- (4.36)
Stad na podstawie réwnania (4.35) oraz (4.36) mozna uzyskaé
K (x)x %XT a(‘;(")x + %XTK(X)BRA(X)BTK(X)H
X
OAT (x) _ oBT
T _ T 1
X K(x)x —x" K(x)BR™ " (x) o K(x)x+
{K(X)A(X) + A(x)TK(x) - K(x)BR™! (x)BTK(x) + Q(X)} x =0,
(4.37)

gdzie
K(x) = ~K(x)A(x) - AT (x)K(x) + K(x)BR}(x)BTK (x) - Q(x) (4.38)

jest algebraicznym rézniczkowym réwnaniem Riccatiego (ang. Differential
Algebraic Riccati Equation (DARE) ) z warunkiem poczatkowym

K(x(t1)) = S(x(t1))- (4.39)
Warunek konieczny optymalnosci jest zas postaci
;XTa(z(X)x + %XTK(X)BR_l(X)BTK(X)X—{—
b'e
4.40
PR iR 0 E 0,
x I X)X — X X X) g K(x)x = 0.
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4.2.2 Klasyczna metoda SDRE z nieskoniczonym horyzontem
czasowym

Niech dynamiczny uktad nieliniowy bedzie opisany réwnaniem (4.27),
gdzie x € R™,u € R™ sg odpowiednio wektorami stanu i wejscia. Macierz
F(x) jest nieliniowa funkcja wektorowa klasy C*, za$ macierz B € R™™
jest macierza o stalych wspoélczynnikach. Nalezy znalezé sterowanie do-
puszczalne u € R™, ktére minimalizuje wskaznik jakosci [5, 23, 79, 80]

J(u) =

N =

/ (x7Q(x)x + u"R(x)u)dt, (4.41)
0

gdzie Q € R™™ jest symetryczng dodatnig pdlokreslong macierza, zas
R € R™*™ jest macierza symetryczna dodatnio okreslona. Macierze te,
sa rozniczkowalne w sposob ciagly przynajmniej do pierwszej pochodnej.
Przepisujac réwnanie (4.27) do formy SDC uzyskuje si¢

x(t) = A(x)x(t) + Bu(t), (4.42)

gdzie A(x) € R™™".
Analogicznie, jak w metodzie przedstawionej w punkcie 4.2.1

aAr(x)x+ (1 —a)Arr(x)x = aF(x) + (1 — )F(x) = F(x). (4.43)

W celu zaprojektowania ukladu sterowania i zdefiniowania prawa stero-
wania, na poczatku nalezy okredli¢, czy uklad jest sterowalny.
Te informacje mozna uzyskaé¢ sprawdzajac czy istnieje mozliwosé przepro-
wadzenia uktadu zdowolnego stanu poczatkowego do stanu koncowego wy-
korzystujac dopuszczalne sygnaly sterujace. Jednakze trajektoria przecho-
dzenia uktadu (4.27) ze stanu poczatkowego do koricowego nie jest okreslona
a priori. W celu sprawdzenia sterowalnosci, wprowadza sie macierz W (x)
zalezna od stanu, postaci

Wx) =B AxB ... A" }(x)B]. (4.44)

Jesli macierz W(x) (w tym wypadku zalezna od stanu) jest pelnego
rzedu, to system jest sterowalny dla kazdego x € R"™. W praktyce, nalezy
wybraé taka parametryzacje, ktéra zapewni macierzy W (x) pelen rzad dla
calego obszaru sterowania.

Problem sterowania dla nieliniowych ciagltych ukladéw sterowania (4.27)
moze by¢ przedstawiony w nastepujacy sposéb: majac nieliniowe funkcje
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F(x) € R",B € R™™ Q(x) € R™" R(x) € R™*" znalez¢ takie sterowa-
nie u € R dla t € [ty, o0], ktére przeprowadza stan od x¢ do X, minimali-
zujac wskaznik jakosci (4.41).

Jedli funkcje podcatkowe xT Q(x)(x)x + u? R(x)(x)u oraz A(x)x + Bu
sa rézniczkowalne w sposob ciagly dla kazdego argumentu, to mozna za-
lozy¢, ze u € Cltg, 00| jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik J(u) :
C [t(], OO] — R+.

W celu rozwigzania problemu, nalezy zdefiniowa¢ Hamiltonian

H= %(XTQ(X)X +u’R(x)u) + p’ (A(x)x + Bu), (4.45)

gdzie p € R" jest wektorem zmiennych dotaczonych.

Niech x7Q(x)x + u’R(x)u oraz A(x)x + Bu beda ciggle rézniczko-
walnymi funkcjami dla kazdego ze swoich argumentéw. Jesli u € Cltp, oo]
jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik (4.41) w odniesieniu do (4.42)
i jesli x jest stanem, to istnieje takie p € C[ty, o], dla ktérego

H
%u(p,x, u,t) =0 dla t€ [ty, o] (4.46)
oraz
H
p= —a—(p,x,u,t) dla t € [tg,00] i p(oo) =0, (4.47)

ox

ktére sa warunkami natozonymi na p zapewniajacymi uzyskanie sterowania
optymalnego minimalizujacego (4.41).

Wynika z tego, ze kazda optymalna trajektoria sterowania u € R™
i odpowiadajacy wektor stanu x(t) € R™ spelnia (4.46) co skutkuje, ze

0H
e R(x)u+B'p=o0. (4.48)
Stad sterowanie optymalne wynosi
u=-R(x)BTp, (4.49)
a wektor kosztéw sterowania jest nastepujacej postaci
. OH I(Ax)x]"T
P= [ B p—Qx (4.50)

dla t € [to, 00|, x(to) = x0 oraz p(oco) = 0 gdzie

=A(x)+ ag)((x)x. (4.51)
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Niech p bedzie nieliniows funkcja stanu wyrazona przez

p = K(x)x, (4.52)

gdzie K(x) € R™*" natomiast x jest rozwiazaniem nieliniowego réwnania
stanu

x = A(x)x(t) - BR (x)BTK(x)x (4.53)
dlat e [t(), OO],X(tQ) = Xg.
Wtedy sterowanie ze sprzezeniem zwrotnym przyjmuje postaé
u(t) = —R7H(x)BTK(x)x(t). (4.54)

Wazne jest wyznaczenie pochodnej p z uwzglednieniem réwnania (4.52)
i zasady maksimum Pontiargina. Wéwczas uzyskuje sig

p=Kx)x +Kx)x = K(x)x + K(x)A(x)x — K(x)BR ! (x)BTK(x)x.
(4.55)
Nastepnie przyrownujac (4.55) z p z réwnania (4.50) otrzymuje sie

K(x)x + K(x)x = K(x)x + K(x)A(x)x — K(x)BR ! (x)BTK(x)x

_ {G(Aa(j)x)r K(x)x — K(x)x — Q(x)x.
(4.56)
Porzadkujac réwnanie (4.56) uzyskuje sie
T
lK(x) + {({)(Ag)’:)x) K(x) + K(x)A(x) + AT (x)K(x) )

~K(x)BR™(x)B"K(x) + Q(x)| x = 0.

Na podstawie prac [27, 64], réwnanie (4.57) mozna rozdzieli¢ na: zalezne
od stanu rownanie Riccatiego oraz pozostala cze$¢ odpowiedzialna za tzw.
warunek optymalnosci.

Wéwezas K(x) bedzie rozwiazaniem zaleznego od stanu réwnania Ric-
catiego (SDRE), o postaci

K(x)A(x) + AT(x)K(x) — K(x)BR ! (x)BTK(x) + Q(x) =0, (4.58)

z warunkiem optymalnosci [32, 64]

K(x) = 0. (4.59)
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Na tej podstawie mozna podaé¢ suboptymalng postaé¢ sterowania
u=-R(x)BTK(x)x. (4.60)

Dla ukladu ze wskaznikiem (4.41) w odniesieniu do (4.27) réwnanie
Riccatiego dla systemow ztozonych rozwiazuje sie najczesciej numerycznie.
W ogélnosci, rozwiazanie dla (4.58) nie moze by¢ znalezione analitycznie.
Jedna z metod rozwigzania tego problemu jest uzycie pakietéw do obliczen
symbolicznych. Jednakze dla zlozonych systeméw, rozwigzanie moze byé
zbyt skomplikowane i wtedy potrzebne jest przyblizenie réwnania. Do tego
celu mozna uzy¢, np. metody interpolacyjnej lub rozktadu w szereg Taylora,
jak przedstawiono w [64].

28



Rozdziat 5

Istnienie i jednoznacznosé¢
rozwigzania

5.1 Mnozniki Lagrange’a

Metoda mnoznikéw Lagrange’a pozwala wyznaczaé ekstrema warun-

kowe funkcji rézniczkowalnych, stosowana jest w teorii optymalizacji.

Mozliwe jest skorzystanie z tej metody, jesli spetnione sa nastepujace

warunki [81, 82]:

1.

f(z1,29,...,2,) - funkcja, dla ktérej poszukiwane sa ekstrema, okre-
$lona na zbiorze 2 € R™ przyjmujaca wartosci rzeczywiste, posiadajaca
ciaglte pochodne czastkowe

. Ograniczenia okreglone réwnaniami Gy (1, z2,...,z,) =0,

Go(x1,m2,...,2) =0, ..., Gi(x1,22,...,2,) = 0definiuja punkty,
na ktérych optymalizowana jest funkcja i zawierajg sie w zbiorze S € €2

Zaréwno funkcja f, jak i funkcje wiazace zmienne musza byé klasy C1,
a takze by¢ okre$lone w kazdym punkcie zbioru €2

. G = (G1,Gq,...,G)- funkcja, ktorej rézniczka w kazdym punkcie

zbioru 2 ma maksymalny rzad macierzy.

Kluczowe jest zdefiniowanie na poczatku gradientu, dla funkcji

f: R®™ —» R, okresla sie go jako

Vf(a;l,xg,...,a:n):<af of . (")f) (5.1)

6951’8552’ ”78:En
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Twierdzenie 1. Warunek konieczny istnienia ekstremum
warunkowego
Jesli f osigga w punkcie regularnym x € S ekstremum warunkowe,
to spelniony jest ukiad réwnan

V(f=Xg1— ... = Xgr)(®) =0
5.2
{ g(@) =0 (5:2)
dla pewnych liczb rzeczywistych (zwanych mnoznikami) postaci A1, ..., k.

Warunek (5.2) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb

Vix)=MVa(x)+...+ MVor(x), x €S, (5.3)

co oznacza, ze gradient funkcji f w punkcie x jest kombinacja liniows gra-
dientéw funkcji g.

Metoda sprowadza si¢ do znalezienia mnoznikéw Aq, ..., \; oraz punk-
téw (21,2, ...,Ty) spelniajacych uklad réwnan (5.2) [82].

Lagrangianem nazywana jest funkcja okreslana jako [81]

L(zi,xo, ... Xpy A1y Ag) = fz1, 20,0 20)—

5.4
/\1G1(x1,x2,...,:cn)—...—)\ka(azl,xQ,...,xn). ( )

Zerowanie sie pochodnych czastkowych jest warunkiem koniecznym zna-
lezienia ekstremum zwigzanego, jednak nie jest warunkiem wystarczajacym.
Rozstrzygniecie czy jest to minimum, maksimum czy punkt siodlowy moz-
liwe jest przy sprawdzaniu drugiej rézniczki Lagrangianu, na podstawie ma-
cierzy Hessego [83].

Twierdzenie 2. Okreslono$é macierzy Hessego definiuje ekstremum Sciste.
Macierz Hessego jest ujemnie pélokreslona dla maksimum funkcji f w punk-
cie xg € S, zas dodatnio pélokreslona dla minimum.
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5.2 Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana, roz-
maitos¢ Lagrange’a i rozwigzanie lepkosciowe

W zagadnieniach sterowania optymalnego, bardzo istotnym elementem
jest istnienie rozwiazania Hamiltona-Jakobiego-Bellmana na rozmaitosci La-
grange’a. Wiaze sie ono z rozwiazaniem zagadnienia programowania dyna-
micznego dla nieskonczonego horyzontu czasowego. Istotny jest komentarz
na temat istnienia rozwiazania programowania dynamicznego dla nieskon-
czonego horyzontu czasowego w przypadku nieliniowego optymalnego pro-
blemu sterowania dla modelu

x(t) = F(x) + B(x)u(t), (5.5)

oraz wskaznika

J(u) =

N

/ (x"Q(x)x + u"R(x)u)dt. (5.6)
0

W celu uzasadnienia péZniejszych hipotez, mozna zdefiniowa¢ funkcje
kosztu [5]

V(x) = inf J(x,u()), (5.7)
u(-)evu
ktora jest rézniczkowalna w sposob ciagly, w zbiorze dopuszczalnych ste-
rowan. Najlepiej jesli pozadana funkcja kosztu V jest statycznym rozwia-
zaniem problemu Cauchy’ego dla powiazanego czastkowego rézniczkowego
réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana
0 0

iV 00 ind Hixw 5V () =0, (5.8)

gdzie H jest hamiltonianem funkcji. Dla problemu sterowania opisanego
(5.5),(5.6) hamiltonian jest postaci

H= gth(x) [F(x) + B(x)u] + %[XTQ(X)X + u!R(x)u], (5.9)
a rownanie HJB przyjmuje postaé
;vT(x) [F(x) + B(x)u] + %[XTQ@()X FUREU =0 (5.10)

z warunkami brzegowymi V(0) = 0, gdy lim;_,o x(¢) = 0.
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Rozwigzanie réwnania (5.10) mozna uzyskaé poprzez rozwazenie grupy
probleméw ze skonczonym horyzontem czasowym, co jest typowym podej-
Sciem przy rozwigzywaniu problemu sterowania LQR z nieskonczonym hory-
zontem czasowym i wymaga spelnienia warunkéw stabilizowalnosci i obser-
wowalnodci. Zostalo to przeanalizowane przez Lukesa [84] dla nieliniowych
systeméw typu (5.5) dla sterowania optymalnego oraz przez Van der Schafta
[85] dla problemu H,. Powiazanie Hamiltonianu z mnoznikami Lagrange’a

. OH . oH

dla stanu x i sprzezonej zmiennej A wynika z zasady maksimum.

Hipoteza 1. Linearyzacja (5.5), (5.6) w punkcie réwnowagi jest stabilizo-
F
52 0. B(0). @)},

walna i obserwowalna, tak jak
ox

Lemat 1. Pod wplywem Hipotezy 1, ma sie do czynienia z hiperbolicz-
nym punktem réwnowagi. Wynika z tego, Ze istnieje stabilna przestrzen
Lagrange’a L dla dynamiki Hamiltonianu postaci (5.11) w odniesieniu do

(5.5) oraz (5.6) [86].

Hipoteza 1 moze byé wykorzystana do skonstruowania gladkiej V' (x)
w otoczeniu punktu réwnowagi. Istnienie rozwigzania zlinearyzowanego pro-
blemu w punkcie réwnowagi, poprzez te zatozenie skutkuje istnieniem sta-
bilnej przestrzeni Lagrange’a L. Co wiecej wynika z tego, ze L lokalnie ma
dobrze zdefiniowane rzutowanie na przestrzen stanu i odpowiadajace réwna-
nie statyczne V' (x) jest gladkie. V(x) jest w zasadzie funkcja generujaca dla

L. Oznacza to, ze dla A = —, L jest zbiorem punktéw (x, A) w przestrzeni

X
fazowej, i dV(x) = Adx wzdluz trajektorii Hamiltonianu lezy na L [85].
To takze implikuje, ze sterowanie optymalne jest zdefiniowane w sprzezeniu
zwrotnym nastepujaco

oV (x)

w'(x) = —R (B () . (5.12)

Zaleznosé (5.12) mozna interpretowaé jako rozszerzenie rozwiazania stero-
wania optymalnego na przypadek nieliniowy.

Gladkos¢ funkeji V' (x) nie jest spelniona, gdy trajektorie optymalne za-
czynaja sie krzyzowaé (cofaé w czasie). W takich punktach pojawiaja sie
osobliwosci w rzutowaniu L na przestrzen stanu i [ Adx nie pozwala uzyskaé
dobrze zdefiniowanej funkcji zaleznej od x. Pomimo tego funkcja kosztu dla
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problemu sterowania optymalnego jest nadal dobrze okreslona poza tymi
punktami i w rzeczywistosci jest statycznym rozwiazaniem lepkosciowym
dla (5.10) zapewniajac, ze rozwiazanie jest ograniczone lokalnie.

W tym konkretnym przypadku, kiedy zalozenia lokalne skutkujg istnieniem
przestrzeni L w artykule [87] pokazano w jaki sposéb znalezé statyczne roz-
wiazanie lepkosciowe V' (x) dla (5.10) poza punktami osobliwymi. Poza wa-
runkami dotyczacymi lokalnej stabilizowalnosci i obserwowalnosci w otocze-
niu punktu réwnowagi, funkcja V' (x) spelnia warunek Lipschitza dla (5.10)
[87]. Warunek ten mozna podaé przy pomocy nastepnej hipotezy.

Hipoteza 2. Funkcja kosztu V (x) zdefiniowana jako (5.7) w (5.10) spetnia
lokalnie warunek Lipschitza w Q w otoczeniu punktu réwnowagi.

Podsumowujac, Hipoteza 1 zapewnia istnienie gltadkiego, optymalnego
lokalnie rozwiazania V (x). Hipoteza 2 pozwala na przyjecie wigkszego ob-
szaru w otoczeniu punktu réwnowagi, w ktérym V' (x) jest lokalnie funkcja
spelniajaca warunek Lipschitz’a.

W obszarze, gdzie V(x) jest gladkim nieujemnym rozwiazaniem (5.10),
jej minimum jest osiagane dla (5.12), dlatego podstawiajac

IV (x) 10V (x) 4 o OVIx) 1o,

I F(x) — 3 o B(x)R " (x)B" (x) o + 2X Qx =0 (5.13)
za$ V(x) jest rozwiazaniem (5.13). Poniewaz axgg?) =0 [85],8‘(%()() mozna
zapisa¢ jako

ov(x)
I =K(x)x (5.14)

dla pewnej macierzy K(x). F(x) moze by¢ przedstawione w sposéb
F(x) = A(x)x (5.15)

dla pewnej macierzy A(x). Dla kazdej postaci macierzy A(x) spelniajacej

(5.15), A(x) — E)gi()) kiedy x — 0, co implikuje 825:)) = A(0).

Jedli linearyzacja Jacobianu dla (5.5) jest niestabilizowalna, wtedy nie ist-
nieje taka parametryzacja SDC dla A(x) ze spelniona jest Hipoteza 1
moéwiaca o tym, ze para {A(0),B(0)} jest stabilizowalna.
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Uwzgledniajac zaleznosci (5.14) i (5.13) przeksztalca sie w

X7 [K (x) A (x) + AT(x)K (x) - K(x)Bx)R ™ ()BT (x)K (x) + Q(x)}x = 0.
(5.16)

W problemie liniowym, ARE uzyskiwane jest bezposrednio z (5.16).
Jednakze, skoro A jest macierza zalezna od stanu x, wielko$é wynikajaca
z nawiasu nie moze by¢ rowna zeru.

Niestety zlozono$é réwnania HJB (5.13) uniemozliwia znalezienie roz-
wigzania z wyjatkiem prostych malowymiarowych systeméw. Aby umozliwié
implementacje w czasie rzeczywistym, nalezy unikaé¢ rozwiazywania czgstko-
wych rownan rézniczkowych lub problemu wartosci granicznej. To zmusito
do poszukiwania innych alternatywnych, suboptymalnych rozwigzan tego
problemu, jak np. metoda SDRE. Podejscie to zapewnia aproksymacje roz-
wiazania (5.16) (a przez to takze réwnania HJB (5.13)) i pozwala uzyskaé
suboptymalne prawo sterowania w sprzezeniu zwrotnym dla nieskoniczonego
horyzontu czasowego definiowanego przez (5.5) i (5.6).

Zastosowanie algorytmu SDRE do aproksymacji rozwiazania (5.16) po-
ciaga za soba zignorowanie wymagania, ze K(x)x jest gradientem pewnej
funkeji (5.14) i w zamian zaklada sie, ze K(x) jest macierza symetryczna.
Dzigki temu dla dowolnego x, SDRE sprowadza si¢ do znalezienia rozwiaza-
nia K(x), ktére jest macierza symetryczna dodatnio okre$lona dla algebra-
icznego SDRE

K(x)A(x)+AT(x)K(x)-K(x)B(x)R™}(x)BT (x)K(x)+Q(x) = 0 (5.17)
i wstawienia, w tym konkretnym x, do sterowania
u(x) = —R7(x)BT (x) K(x)x. (5.18)

7 punktu widzenia ztozonoéci obliczeniowej i mozliwosci implementacji,
omawiane rozwiazanie jest znacznie bardziej interesujace niz rozwigzywanie
roéwnania HJB.
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5.3 Istnienie sterowania stabilizujagcego SDRE ze
sprzezeniem zwrotnym

Warunki konieczne nalozone na F(x) oraz B(x) zapewniaja istnienie
macierzy wzmocnien K(x), dla ktérej macierz dynamiki zamknietej petli
sprzezenia zwrotnego,

Acr(x) = A(x) - BOK(x), (5.19)

jest macierza Hurwitza [88].
Na poczatek nalezy okresli¢ kilka definicji, skorelowanych z istnieniem
sterowania stabilizujacego SDRE ze sprzezeniem zwrotnym.

Definicja 1. Reprezentacja SDC systemu

x(t) = A(z)x(t) + B(x)u(t) (5.20)

jest stabilizowalng (sterowalng) parametryzacjq nieliniowego systemu (5.5)
w Q€ R™ jesli para {A(x), B(x)} jest stabilizowalna (sterowalna) w sensie
lintowym dla wszystkich x € €.

Definicja 2. Reprezentacja SDC systemu (5.20) jest obserwowalng para-
metryzacjg nieliniowego systemu (5.5) w Q € R™ jesli para { A(z), Q'/%(z)}
jest obserwowalna w sensie liniowym dla wszystkich x € 2.

Definicja 3. Reprezentacja SDC systemu (5.20) jest postaci Hurwitza

w przestrzeni Q jesli wartosci wilasne macierzy A(x) lezg w otwartej lewej
polplaszczyznie Re(s) < 0 dla wszystkich € Q (majg ujemne czesci rzeczy-
wiste).

Definicja 4. Prawo sterowania

u(x) = —R (z)B" (2) K(x)x (5.21)

bedgce klasy C1(R") uznawane jest za mozliwe do uzyskania ze sterowa-
nia SDRE w obszarze 0 jesli istnieje stabilizowalna parametryzacja SDC
{A(x), B(x)}, dodatnio pélokreslona macierz wag stanu Q(x) oraz dodatnio
okreslona macierz wag sterowania R(x), takie Ze zalezne od stanu sterowanie
(5.18) spetnia (5.21) dla wszystkich x.

Twierdzenie 1. Prawo sterowania (5.21) bedgce klasy C1(R™) uznawane
jest za moZliwe do uzyskania ze sterowania SDRE w obszarze € jesli istnieje
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stabilizowalna parametryzacja SDC { A(x), B(x)}, taka Ze macierz zamknie-
tej petli sprzezenia zwrotnego (5.19) jest macierzq Hurwitza w 2, a wzmoc-
nienie K(x) spelnia minimalnofazowosc w Q, oznacza to, ze zera wzmoc-
nienia petli K(x)[sI— A(x)]"'B(x) leiqg w zamknietej lewej polplaszczyénie
Re(s) <0 [88].

Mimo, ze Twierdzenie 1 zapewnia warunki konieczne i wystarcza-
jace dla uzyskania sterowania SDRE, nie jest ono w petni konstruktywne ze
wzgledu na fakt, ze istnieje nieskoriczona liczba parametryzacji SDC.
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Rozdziat 6

Propozycja nowej metody
SDRE

Przedstawione w poprzednich rozdzialach klasyczne podejscie do me-
tody SDRE ze skoniczonym oraz nieskoniczonym horyzontem czasowym po-
siada jedna podstawowa wade. Podczas implementacji rzeczywistego uktadu
sterowania zachodzi problem rozwiazywania réwnania Riccatiego. Musi ono
by¢ rozwiazywane dla kazdego kroku czasowego w dyskretnym ukladzie re-
gulacji. Naklad obliczeniowy, jak i liczbe operacji arytmetyczno-logicznych
potrzebnych do znalezienia jego rozwigzania i zapewnienia tym samym ste-
rowania optymalnego mozna zredukowaé. Takie podejécie zaprezentowano,
przedstawiajac zmodyfikowang metode SDRE dla skoriczonego i nieskonczo-
nego horyzontu czasowego, stanowiace cel rozprawy doktorskie;j.

Nowym podejsciem prezentowanym w tej rozprawie jest przedstawie-
nie mozliwosci rozwigzania sterowania optymalnego nieliniowego systemu
poprzez rozwiazanie réwnania Riccatiego tylko raz w caltym procesie stero-
wania w przypadku nieskonczonego horyzontu czasowego. Wykorzystujac
linearyzacje mozliwe jest zmodyfikowanie metody i obliczanie czasowo za-
leznych wzmocnienn kompensatora tak jak w zagadnieniach sterowania LQR
dla skonczonego horyzontu czasowego.

Nowym autorskim wkladem do poprawy efektywno$ci metody zaréwno
w skonczonym, jak i nieskoriczonym horyzoncie czasowym jest wprowadze-
nie wejéciowego kompensatora dynamicznego, co zostalo juz przedstawione
w rozdziale 3.
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6.1 Nowa metoda sterowania SDRE dla ukladéw
nieliniowych ze skonczonym horyzontem cza-
sowym

Niech bedzie dany nieliniowy system dynamiczny

x(t) = F(x(t)) + Bu(t), (6.1)

gdzie x(t) € R™, u € R™ sa odpowiednio wektorami stanu i wejécia. Wektor
F(x) jest nieliniowa funkcja klasy C*, zaé macierz B € R™*™ jest macierza
o statych wspétczynnikach.

Roéwnanie (6.1) mozna zapisa¢ w postaci sumy wspo6tczynnikéw zalez-
nych i nie zaleznych od stanu, co jest pierwsza nowa propozycja autorki

x(t) = A(x(t))x(t) + Bu(t) = Aix(t) + Aa(x(t))x(t) + Bu(t),  (6.2)

gdzie
A(x(1)) = A1 + Aa(x(t)) (6.3)

jest suma macierzy o stalych wspoétczynnikach i zaleznej od stanu.

Tak jak w poprzednich podrozdzialach wspomniano, istnieje wiele me-
tod parametryzacji SDC dla (6.2), kazda powinna by¢ prawdziwa dla
0<a<l.

alArr+ Ag r(x(8)]x(t) + (1 — ) [A1 1 + Az 11 (x(1))] x(¢) =
OzAL] + (1 — Oé)Al,II + OZAQJ(X(t)) + (1 — Ck)AgJ[(X(LL)) = (6.4)
aFr(x(t) + (1 — a)Fr(x(t)) = F(x(t))

W celu zaprojektowania ukladu sterowania i zdefiniowania prawa stero-
wania, na poczatku nalezy okresli¢, czy uklad jest sterowalny.
W celu sformutowania tatwego obliczeniowo kryterium sterowalnosci, wpro-
wadza si¢ macierz W (x(t)) zalezna od stanu, postaci

Wx(1) = [B (A1 +As(x(D)B ... (A;+As(x(1)"'B. (6.5)

Jesli macierz W (x(t)) (w tym wypadku zalezna od stanu) jest pelnego
rzedu, to system jest sterowalny dla kazdego x(t) € R"™. W praktyce, nalezy
wybraé taka parametryzacje, ktéra zapewni macierzy W (x(t)) pelen rzad
dla calego obszaru sterowania.
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Tak jak w klasycznej metodzie SDRE, nalezy znalezé sterowanie do-
puszczalne u € R™, ktére minimalizuje wskaznik jakosci [5, 23, 79, 80]

t1
J(u) = éXT(tl)S(X(tl))x(tl) + % /(XT(t)Qx(t) +u’(t)Ru(t))dt, (6.6)
to

gdzie Q € R™ " i S(x(t)) sa symetrycznymi dodatnimi pétokreslonymi ma-
cierzami, za§ R € R™*™ jest macierza symetryczng dodatnio okreslong.
Funkcje macierzowe, sa rézniczkowalne w sposéb ciagly przynajmniej do
pierwszej pochodne;j.

Problem sterowania, moze by¢ przedstawiony tak jak w klasycznej me-
todzie SDRE, z tym ze A(x(t)) = A1 + Aa(x(t)).

Jedli funkcje podcatkowe x(t)T Qx(t)+u? Ru oraz (A1 + Az (x(t)))x(t)+
Bu sa rézniczkowalne w sposéb ciagly dla kazdego argumentu, to mozna za-
lozy¢, ze u € Cltg, 00| jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik J(u) :
Clto,00] = R4. W celu rozwiazania problemu, nalezy zdefiniowa¢ Hamilto-
nian

H= %(x(t)TQX(t) +u'Ru) +p’ (A1 + Az (x(1))x(t) + Bu).  (6.7)

gdzie p € R" jest wektorem zmiennych dotaczonych.
Niech x(¢)7 Qx(t) + u’ Ru oraz (A1 + Az (x(t)))x(t) +Bu beda réznicz-
kowalnymi w sposéb ciggly funkcjami dla kazdego ze swoich argumentow.
Jesli u € C[ty, o0] jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik (6.6)
w odniesieniu do (6.2) i jesli x(¢) odnosi si¢ do odpowiadajacego stanu,
to istnieje takie p € Cltg, 00| ze

H
%u(p,x,u,t):o dla t € [to, o] (6.8)

p= —(;jc](i)(p,x,u, t) dla té€[tg,00] i p(oo)=0, (6.9)

oraz

gdzie p spelnia warunki, ktore zapewniaja uzyskanie sterowania optymal-
nego, minimalizujacego (6.6).
Z tego wynika, ze kazda optymalna trajektoria wejsciowa u(t) € R™
i odpowiadajacy wektor stanu x(t) € R™ spelnia (6.8) co skutkuje
on =Ru+B'p=o0. (6.10)
Ju

Stad sterowanie optymalne mozna wyrazi¢ przez

u=-R'BTp, (6.11)
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przy czym wektor kosztéw sterowania jest nastepujacej postaci

T
p:ai}(;:_ A1+8(A28(§8)X(t) P — Qx(?) (6.12)
dla t € [to, 00], x(to) = x0, A2(xg) = Ag,, oraz p(co) = 0, gdzie
a(AZS;(g))X(t)) — As(x(t) + Wx(t). (6.13)

Niech p bedzie nastepujaca kombinacja wzmocnienia w sprzezeniu zwrot-
nym spelniajaca parametryzacje (6.4)

p = K(x(1))x(t) = Ki(t)x(t) + Ka(x(t))x(t), (6.14)

gdzie K(x(t),K;(t), Ka(x(t)) € R"™™". Po przeksztalceniu réwnania (6.2)
otrzymuje sie

%x(t) = (A1x(t) + Az(x(t)))x(t) — BR™'BTp. (6.15)
Po podstawieniu (6.14) do (6.15) otrzymuje sie

x(t) = A1x(t)+ Ao (x(t))x(t) - BR'BTK; (t)x(t) - BR'BT Ky (x(t))x(t).

(6.16)
Nastepnie szukane jest rozwigzanie x(t) réwnania (6.16) dla t € [tg, o],
x(to) = x0, A2(x0) = Ag,. Réwnanie (6.16) mozna zapisaé¢, wyodrebniajac
cze$¢ liniows oraz nieliniowa w nastepujacy sposéb

%(t) = (A — BR™BTK; ()x(t) + (Aa(x(t) — BR™B Ky (x(1)))x(1).
(6.17)
Pierwszy nawias réwnania (6.17) jest niezalezny od stanu, drugi za$
zalezny, a zatem potencjalnie istnieje mozliwosé linearyzacji tego réwnania
jesli macierz zalezna od stanu Ag(x(t)) spelnia nastepujacy warunek:

As(x(t)) — BRTIBTK,(x(t)) = 0. (6.18)
Wtedy K (x(t)) mozna wyznaczyé w nastepujacy sposob
Ky (x(t)) = [BR'BT] " As(x(1)). (6.19)

Macierz BR™!B” moze by¢ macierza osobliwa, dlatego zalezna od stanu
macierz wzmocnien Ko (x(t))
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w takiej sytuacji, moze by¢ uzyskana jedynie w wyniku operacji pseudoinver-
sji [ ..

]+. Aby dokonaé tej operacji, proponuje si¢ pseudoinversje Moore’a-
Penrose’a [58, 89, 90].

Przyréwnujac réwnanie (6.12) i réwnanie (6.14) otrzymuje sie

5 K1 (0) + Ka(x())]x(t) + [Ka(¢) + Ka(x(t))x(t)

T
- [+ e + PR a0+ Koo - Qe

(6.20)
Na podstawie réwnania (6.2) oraz (6.11) mozna uzyskaé

57 K1 (0) + Ka(x(8))]x(t) + [Ka(t) + Ka(x(t))]Arx(?)
+ [Ka (1) + Ko (x(2))] Az (x())x(t)
— [Ku(t) + K2 (x(t)|BR™'BT [Ki (t) + Ka(x(1))]x(t)

- _ {Al + As(x(t)) + Az (x(t))x(t) ’

e )+ Ko - @)
(6.21)
Porzadkujac powyzsze réwnanie (6.21) otrzymuje sie
T
(Klm (o) + | 2L )+ K2<x<tm> (1)
+ ([Ki(t) + Ka(x(1))] A1 + [Ki(2) + Ka(x(2))]Az(x(t)) (6.22)
— [Ki(t) + Ka(x(t))|BR™' B [Ki (1) + Ka(x(1))]

+AL + Aa(x(1)]T[Ki (1) + Ka(x(£)] + Q) x(t) = 0.

Wykorzystanie przedstawionej linearyzacji daje mozliwo$¢ sformutowa-
nia nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Niech macierz Ki(t) bedzie rozwigzaniem réwnania (6.22),
rézniczkowego rownania Riccatiego- DRE

K (t)+ K\(t)A; + ATK () — K{(t)BR'BTK | (t)+ Q= 0, (6.23)

natomiast macierz Ko(x) spelnia warunek (6.18), wtedy warunek opty-
malnosci jest postaci
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9 As(a(t)) !

( )
(t)
(2(t)) A1 + AT Ko (2(t)) + K1 (t) Az((t)) + A3 (2(t)) Ki(t)+
(2(t)) As(2(t)) + A (2(t)) Kz — Ka(a(t) BR™' BT K (t)—
(t)BR'BT Ks(x(t)) — Ko(x(t)) BR™' BT Ks(x(t)) = 0.

9 A (x(t))
a(t)

5.

x(t)) + [ x(t)

K 1(t) + [ x(t)

Ko (x(t))+

K,
K,

K,
(6.24)

Dowdd. 7 zasady maksimum Pontryagin’a, warunki konieczne sterowania
optymalnego sa nastepujace [25, 27]

0H 0H 0H
e b= ((t) = —— 2
du 0, p ox(t)’ x(t) op’ (6:25)
gdzie H jest definiowane jako (6.7). Wykorzystujac (6.7) i (6.11)
M _ g +BTp = ~RR'BT[K; (t) + Ko(x(t))]x(t) + BTp
Ju (6.26)
=B [p — [Ki(t) + Ka(x(t))] x(t)]
dla wektora kosztéw postaci
p = Ky (1)x(t) + Ko (x(£))x(1), (6.27)
mozna pokazaé, ze — = 0.
Ou

W zwiazku z tym, rozwiazanie SDRE ze sprzezeniem zwrotnym, spelnia
pierwszy warunek konieczny nieliniowego problemu regulacji (6.1), (6.6).
Biorac pod uwage réwnanie (6.7), drugi konieczny warunek

. oH
b= (6.28)
przeksztalca sie w
p= —MP - Qx()
ox(1)
T
—ATp - [Aeix) + P20 poaxt) 629)
T
—afp - [P0 k0] o auTp - Qx)
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Roézniczkujac (6.14) po czasie otrzymuje sie

b = K(x(t))x(t) + K(x(1))x(t) =
0

¢ K1(8) + Ka(x(t))]x(t) + [K1(2) + Ka(x(t))] %(t)
= K (1)x(t) + Ka(x(t))x(t) + K1 (6)%(t) + Ka(x(t))x(1)
= Ki(t)x(t) + Ka(x(t))x(t) + K

+ Ka(x(t)) (Arx(t) + Aa(x(t))x(t) + Bu)
= K (8)x(t) + Ko (x(£))x(t) + K1 (£)A1x(t) + K1 (t) Aa(x(£))x(t)
+ Ky (t)Bu + Ka(x(t))A1x(t) + Ka(x(t)) Aa(x(t))x(t) + Ka(x(t))Bu.
(6.30)

()%
1(8) (Aax(t) + Ag(x(t))x(t) + Bu)

t

)

Podstawiajac (6.11) mozna uzyskaé

p = K1 (t)x(t) + Kao(x(£))x(t) + K1 () Arx(t) + K1 (t)Aa(x(2))x(t)
~ K;()BR™'BT [Ki(t) + Ka(x())] x(t) + Ka(x(t)) A1x(t)
+ Ko (x(t) Aa(x(1))x(t) + Ka(x(t)) BRT'B” [K () + Ka(x(t))] x(t).
(6.31)

Przyréwnujac réwnania (6.29) oraz (6.31) otrzymuje sie

T
—A/'p- PAQ(Z(;))X@)] pP— Ay p—Qx(t) =

K (8)x(t) + Ko (x(8))x(t) + Ki (£) Ax(t) + Ki (t) Aa(x(t))x(t)
— Ki()BR™'BY [Ki (1) + Ka(x(1)] x(t) + Ka(x(1)) Aix(1)

+ Ko (x(1)) Az (x(t))x(t) + Ka(x(t)) BR™'B” [Ki (1) + Ka(x(1))] x(1).
(6.32)

~
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Wstawiajac (6.27) do (6.32) uzyskuje sie réwnanie zwierajace oba wzmoc-
nienia kompensatora

T
AT K, (1) + Ka(x(1))] + {Maiizzgt))x(t)} K (t) + Ka(x(1))]

+ AT (x(1) [Ki(t) + Ka(x(t))] + Q + K1 (t) + Ka(x(t)) + K1(t) Ay

+ K1 (1) As(x(t)) — Ki(t)BR™'B” [Ki (1) + Ka(x(t))]

+ Ko (x(1) A1 + Ka(x(1)) Aa(x(t)) + Ka(x(t)) BR™'B” [Ki () + Ka(x(t))]
= ATK1(t) + ATKQ( (1) + AT K1 (t) + Ka(x(t))]

2(x(1) OAx(x(t) 1"
_|_[ (t) x(t) (t) T(t)x(w KQ(X(t))

+ Ao (x(8) Ky (1) + Aa(x(1) Ka(x(t) + Q + Ka(x(t)) + K1 (t) Ay
+ K1 (t)As(x(t)) — K1 (t)BR™'BTK; (t) — K; (t)BR™'B Ka(x(t))
+ Ka(x(t)) A1 + Ka(x(t)) Aa(x ()) K;(x(t))BR™'B K(t)

— Ky (x(t)) BR'BTK,(x(t)) =

(6.33)
Nastepnie porzadkujac (6.33) otrzymuje sie

[ Ki(t) + ATK (t) + K1 (t)A; — K ()BR'BTK, (t) — Q}

T
Ro(x(t) + | 520 ()] Kt + [ 2520 et

+Ko(x(t) A1 + ATKo(x(1)) + K1 (1) Aa(x(t)) + AT (x(1)) K1 (t)
+Ko(x(8) Az(x(t)) + AJ (x(1))Ka(x(t)) — Ka(x(t)) BR™'B K (1)
—K;(t) BR'BTK,(x(t)) — Kg(x(t))BRleTKg(x(t))} =0.

T

+ Ko(x(t))

(6.34)

Wobec (6.34) warunek (6.24) nazywany jest warunkiem koniecznym
SDRE dla zmodyfikowanej metody SDRE. W zwiazku z tym, wtedy gdy wa-
runek ten jest spelniony, rozwiazanie uktadu zamknietego spetnia wszystkie

konieczne warunki pierwszego rzedu dla zasady maksimum jesli 0 0
u

jest zawsze prawdziwe.

Jezeli czas konicowy t; > 0 jest ustalony, a punkt koncowy x; nie jest
zadany, to zasade maksimum Pontriagin’a nalezy uzupetni¢ o warunek trans-
wersalnosci (ang. transversality condition).
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—0,  (6.35)

t=t1

(% - p(t)) ox(t) | L @1\? + H(t)> ot

gdzie M = 1x7'(t1)S(x(t1))x(t1). Stad warunek brzegowy dla DARE (ang.
Differential Algebraic Riccati Equation) ma postaé

S(x(t1))x(t1) — p(t1) = 0. (6.36)
Przywolujac (6.14) otrzymuje sie
S(x(t1))x(t1)—K(x(t1))x(t1) = 0, (6.37)

stad
S(x(t1)) = K(x(t1))- (6.38)

Wykorzystujac (6.19) mozna wyznaczy¢

Ki(t) = S(x(t1)) — [BR—lBT]+ As(x(t1)). (6.39)
O

Podsumowujac przedstawiony wywodd, sterowanie suboptymalne wynosi

u=-R'BT [K;(t) + Ka(x(2))] x(t) (6.40)

dla wskaZnika jakosci (6.6) w odniesieniu do (6.1) mozna znalezé rozwiaza-
nie niezaleznego od stanu réwnania Riccatiego (6.22). W ogdlnosci rozwia-
zanie réwnania (6.22) nie moze by¢ znalezione analitycznie. Jedno z podejsé
sugeruje wykorzystanie symbolicznych pakietéw obliczeniowych, jednakze
zlozonos¢ systemu moze powodowaé trudnosci i wymagaé przyblizania roz-
wigzania. Do tego celu mozna wykorzysta¢ metody interpolacji lub metody
wykorzystujacej rozwiniecie w szereg Taylora [71].
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6.2 Nowa metoda sterowania SDRE dla uktadéw
nieliniowych z nieskonniczonym horyzontem cza-
sowym

Niech bedzie dany nieliniowy uklad dynamiczny postaci

x(t) = F(x) + B(x)u(t), (6.41)

gdzie x € R™, u € R™ s3 odpowiednio wektorami stanu i wejscia. Wektor
F(z) jest nieliniowa funkcja klasy C*, zaé macierz B(x) € R™ ™ jest ma-
cierza o stalych wspélczynnikach, dlatego w dalszych rozwazaniach bedzie
pomijana zalezno$é¢ od stanu.

Roéwnanie (6.41) mozna zapisa¢ w postaci sumy wspélczynnikow zalez-
nych i niezaleznych od stanu

x(t) = A(x)x(t) + Bu(t) = A1x(t) + A2(x)x(t) + Bu(t), (6.42)

gdzie
A(X) =A;+ AQ(X) (643)

jest suma macierzy o stalych wspétczynnikach i zaleznej od stanu.

Tak jak w poprzednich podrozdziatach wspomniano, istnieje wiele me-
tod parametryzacji SDC dla (6.42), kazda powinna by¢ prawdziwa dla 0 <
a <1 w sposob

0" [AL[ + AQJ(XH x+(1—-a) [Al,H + AQ,[I(X)] X =
aAq g+ (1 — a)AL[[ + (XAQJ(X) +(1- CK)AQJ[ X) = (6.44)
aFr(x)+ (1 — a)Frr(x) = F(x).

W podobny sposéb jak w rozdziale poprzednim, nalezy okresli¢ stero-
walnos$é ukladu. Trajektoria przechodzenia ukladu (6.42) ze stanu poczat-
kowego do koncowego nie jest sprecyzowana.W celu sformutowania tatwego
obliczeniowo kryterium sterowalnosci, wprowadza sie¢ macierz W (x) zalezna
od stanu, postaci

W(x)=[B (A;+Ax)B ... (A;+Axx)" 'B]. (6.45)

Jesli macierz W(x) (w tym wypadku zalezna od stanu) jest pelnego
rzedu, to system jest sterowalny dla kazdego x € R™. W praktyce, nalezy
wybraé taka parametryzacje, ktéra zapewni macierzy W(x) pelen rzad dla
calego obszaru sterowania.
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Tak jak w klasycznej metodzie SDRE, nalezy znalezé sterowanie do-
puszczalne u(t) € R™, ktére minimalizuje wskaznik jakosci [5, 23, 79, 80]

) = 1

O |

/ (xTQx + u'Ru)dt, (6.46)
0

gdzie Q € R™ ™ jest symetrycznag dodatniag pdélokreslong macierza, zas
R € R™™ jest macierza symetryczna dodatnio okreslona. Macierze te,
sg rozniczkowalne w sposéb ciagly przynajmniej do pierwszej pochodne;j.
Problem sterowania, moze by¢ przedstawiony tak jak w klasycznej metodzie
SDRE, z tym ze A(x) = A1 + Aa(x).

Jedli funkcje podcatkowe x7 Qx + u’Ru oraz (A; + Az(x))x + Bu sa
rézniczkowalne w sposéb ciggly dla kazdego argumentu, to mozna zatozyc¢,
ze u € C[ty, 0] jest sterowaniem minimalizujacym wskaZnik
J(u) : Cltg,00] = Ry. W celu rozwiazania problemu, nalezy zdefiniowaé
Hamiltonian

H= %(XTQX +u"Ru) + p" (A1 + As(x))x + Bu). (6.47)

gdzie p € R" jest wektorem zmiennych dotaczonych.

Niech x”Qx + u’Ru oraz (A1 + Az (x))x + Bu beda ciggle rézniczko-
walnymi funkcjami dla kazdego ze swoich argumentéw. Jesli u € Cltp, oo]
jest sterowaniem minimalizujacym wskaznik (6.46) w odniesieniu do (6.42)
i jedli x odnosi sie do odpowiadajacego stanu, to istnieje takie p € C[tg, o0]
ze

H
%u(p,x,u,t):o dla t € [to, o) (6.48)

oraz
) OH ‘
p= —a—x(p,x,u,t) dla t € [tp,00] @ p(oco) =0, (6.49)

gdzie p spelnia warunki, ktore zapewniaja uzyskanie sterowania optymal-
nego minimalizujacego (6.46).

7 tego wynika, ze kazda optymalna trajektoria wejsciowa u € R™
i odpowiadajacy wektor stanu x € R"™ spelnia (6.48), co skutkuje ze

OH
Z —Ru+BTp=o0. 6.50
u u+B'p (6.50)

Stad sterowanie optymalne ma postaé

u=-R'BTp, (6.51)
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a wektor kosztow sterowania

. OH _

O(A2(x)x
p= ox —Qa.

— A
1+ Ix

T
p— Qx, (6.52)

dla t € [to, 00}, x(t0) = %0, A2(x0) = Ag,, oraz p(co) = 0 gdzie

O(Az(x)x)
ox

8A2 (X) X

= Az(x) + ox

(6.53)

Niech p bedzie kombinacjg liniows, i nieliniowa wzmocnienia w sprzeze-
niu zwrotnym spelniajaca parametryzacje (6.44)

p = K(x)x = K (t)x + Ka(x(t))x, (6.54)

gdzie K(x),Kj(t), Kao(x) € R"*™. Po przeksztalceniu réwnania (6.42) otrzy-
muje sie

% = A1x+ Ay(x)x — BR™'BTp. (6.55)

Natomiast x bedzie rozwigzaniem nieliniowego rownania stanu
x = A1x+ Ay(x)x - BRT'BTK;x - BR™!'BTKy(x)x (6.56)

dlat e [t(], OO],X(tQ) = Xy, AQ(Xo) = Ay.

Roéwnanie (6.56) mozna zapisaé, wyodrebniajac czesci liniowa oraz nie-
liniowa w nastepujacy sposéb:

x = (A; - BR'BTK)x + (Ay(x) - BRT'BTKj(x))x. (6.57)

Pierwszy skladnik réwnania (6.57) jest niezalezny od stanu, drugi za$ za-
lezny, a zatem istnieje mozliwos¢ linearyzacji i rozwigzania macierzy wzmoc-
nien zaleznej od stanu- Ko (x):

As(x) - BR'BTK,(x) = 0. (6.58)
Wtedy mozna wyznaczyé¢ Ko(x) w nastepujacy sposob
—1pT| "
K>(x) = [BR™'BT|" A, (x). (6.59)

Podobnie jak w przypadku zmodyfikowanej metody SDRE dla skonczo-
nego horyzontu czasowego, macierz BR™'B? moze by¢ macierza osobliwa,
dlatego zalezna od stanu macierz wzmocnien Ko (x) w takiej sytuacji, moze
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by¢ uzyskana jedynie w wyniku operacji pseudoinversji [...]".

Aby dokonaé tej operacji, proponuje sie pseudoinversje Moore’a-Penrose’a.
Metoda ta gwarantuje jednoznacznosc przeksztatcenia pseudoodwrotnego
[58, 89, 90].

Przyréwnujac réwnanie (6.52) i réwnanie (6.54) otrzymuje sie

aat[Kl + Ko (x)]x + K1 + Ko (x)]x =
H(As)x1T (6.60)
— A1+ Ax(x) + 627)( K; + Ka(x)]x — Qx.
Biorac pod uwage réwnania (6.44) oraz (6.51) mozna uzyskac
%[Kl + KQ(X)]X + [Kl + Kg(x)]Alx + [Kl + KQ(X)]AQ(X)X
— [K1 + K2(x)|BR™'BT[K; + Ka(x)]x (6.61)
T
=— [Al + Ay (x) + E)(Aag}((x)x K + Ka(x)]x — Qx.
Porzadkujac réwnanie (6.62) otrzymuje si¢
T
(Kl + Rl + | 2B g, 4 K2<x>]> x
+ (K1 + Ka(x)]A1 + [Ki + Ka(x)]Az(x) (6.62)

(
— [K; + Ko(x)|BRT'BT[K; + Ka(x)]
+ [A1+ As(x)] K1 + Ko (x)] + Q) x = 0.

Podobnie jak w przypadku przedstawionym w poprzednim rozdziale,
mozna sformulowaé nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1. Niech macierz K, bedzie rozwigzaniem réwnania (6.62),
algebraicznego réwnania Riccatiego- ARE

KA +ATK, - K\BR'B"K, + Q= 0, (6.63)

oraz macierz Ko(x) spelnia warunek (6.58), wtedy warunek optymalnosci
jest postaci

T T
Ko(a) + [6‘22(‘”) m] K+ [‘9‘4;("”)3:} Ko(a) + Ko(2) Ay + AT Ko ()

— Ky(2)BR'B'K| — K;BR'B" K, (z) — Ko(x) BR 'BY Ky (x) = 0.
(6.64)
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Dowdd. 7 zasady maksimum Pontryagin’a, warunki konieczne sterowania
optymalnego sa nastepujace [25, 27]

OH OH . 0H

du ’ P ox’ * op’ (6.65)
gdzie H jest definiowane jako (6.47). Wykorzystujac (6.47) i (6.51)
QﬁQ:Ru+BTp:—BRﬂBﬂKy+Kﬂmh+iﬂp
ou (6.66)
=B" [p - [Ki + Ka(x)] %],
wektor dodatkowy spelnia
p = Ki(t)x + Ky (x(t))x. (6.67)
Oznacza to, ze podstawiajac p do réwnania (6.66) otrzymuje sie
OH
— =0.
ou

W zwigzku z tym, rozwiazanie SDRE ze sprzezeniem zwrotnym, spetnia
pierwszy warunek konieczny nieliniowego problemu regulacji (6.41, 6.46).
Biorac pod uwage réwnanie (6.47), drugi konieczny warunek

) oH
przeksztaltca sie w
) OFT (x 0Ay(x) 17
p=- 8£)p—QX——AﬁP¢Aﬂ@+ éi)x p—Qx
(6.69)

0A2(x)
ox

=—Aﬁr—{ 4TP—AQ@p—Qx

Roézniczkujac (6.54) wzgledem czasu otrzymuje sie nastepujace réwnanie
p = K(x)x + K(x)x

= 2X

:iﬂQ+Kﬂ@h+HQ+Kﬂ@M

x + Kijx 4+ Ko(x)%

x + K (A1x + Az(x)x + Bu) + Ka(x) (A1x + Az(x)x + Bu)
x+ KjAix+ KjAs(x)x + K1Bu + Ko (x)A1x

x)As(x)x + Ko (x)Bu.

(x)
o(x)
= Ks(x)

+ Ko
(6.70)
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Z kolei podstawiajac (6.51) mozna uzyskaé

p=Kox)x + KiAx + K Ay(x)x — K;BR!'BT [K; + K (x)]x
+ Ko (x)A1x + K (x)As(x)x + Ko (x) BRT'BT [K; + K (x)] x.

(6.71)
Przyréwnujac réwnania (6.69) oraz (6.71) otrzymuje si¢
0As(x) 17
~Afp- {;}5 )X} p—Ajp—Qx
(6.72)

= KQ (X)X + KiA1x+ KlAQ(X)X — KlBR_lBT [Kl + KQ(X)] X
+ K(x)A1x + Ko (x)As(x)x + Ko (x) BRIBT [K; + Ky (x)] x.

Wstawiajac (6.67) do (6.72) uzyskuje si¢ réwnanie zwierajace oba wzmoc-
nienia kompensatora

DA, (x)
ox
+Q+Ks(x)+ KA + K1 Ay(x) - KiBR'B [K; + Ky (x)]

+ Ka(x)A;1 + Ka(x)Az(x) + Ko(x)BR™!'BT [K; + Ky(x)]

T
0A3(x) < K,
ox

T
AT [K: + Ko + | “52 x| (K 4 Ka(o) + AT K + Ka(x)

= A{K1 + AlTKz(X) + A{ K + Ka(x)] + [

T
o X| Ko(x)+ As(x)TK; + Ax(x)TKy(x) + Q + Ka(x)

+KiA; + KjAy(x) - KiBRT'BTK, — K;BR'BTKj(x)
+ Ko (x)A; + Ko (x)As(x) — Ko(x) BRTIBTK;
— Ky (x)BR'BTK,(x) = 0.

n [aAz(X)

(6.73)

Aby uzyska¢ wozwiazanie dla K1, nalezy uporzadkowaé¢ powyzsze row-
nanie, co pozwoli wyodrebni¢ réwnanie Riccatiego

(ATK: + KiA; - KiBR™'BTK, + Q]

T T
KQ(X) + {(yikaigx)x] K, + l:a‘AaQ)EX)X} KQ(X)
+K2(x)A1 + ATK,(x) + K1 Ag(x) + AT (%K,
+Ks(x)Az(x) + A3(x)Ks(x) — Ko (x) BRT'BTK;
~KiBR™'B"K,(x) - K> (x)BR'B"K;(x)| = 0.

+

(6.74)
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Niech K; bedzie rozwiazaniem zaleznego od stanu réwnania Riccatiego

ATK, + KA - K;BR'BTK,; + Q =0, (6.75)

z warunkiem optymalnosci

Ky (x) + PA;)EX) X} ' K + [OA;}EX) Xr Ks(x)

+ Ko(x)A1 + ATKa(x) + K14z (x) + A (x)Ki (6.76)
+ Ko (x)As(x) + AT (x) Ky (x) — Ko(x)BRT'BTK,
~ K;BR'BTK;(x) — Ko(x)BR'BTK;(x) = 0.

Wobec (6.74), warunek (6.64) nazywany jest warunkiem koniecznym
SDRE dla zmodyfikowanej metody SDRE. Gdy warunek ten jest spetniony,
rozwiazanie uktadu zamknigtego spelnia wszystkie konieczne warunki dla

zasady maksimum jesli — = 0 jest zawsze prawdziwe [25, 27]. O

ou

Stad, sterowanie suboptymalne ma postaé

u=-RI'BT [K(t) + Ka(x(t))] x. (6.77)

Dla wskaznika jakosci (6.46) w odniesieniu do (6.41) mozna znalezé
rozwiazanie niezaleznego od stanu réwnania Riccatiego (6.62), podobnie jak
dla typowych metod SDRE. W ogélnosci rozwiazanie réwnania (6.62) nie
moze by¢ znalezione analitycznie. Jedno z podej$é sugeruje wykorzystanie
symbolicznych pakietow obliczeniowych, jednakze ztozonos$¢ systemu moze
powodowaé trudnosci i wymagaé przyblizania rozwigzania.

Do tego celu mozna wykorzysta¢ metody interpolacji lub rozwiniecia w sze-
reg Taylora [71].
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Rozdziat 7

Analiza stabilnosci
proponowanej metody SDRE

7.1 Stabilno$é¢ lokalna asymptotyczna

W tym rozdziale rozpatrzono analize stabilno$ci asymptotycznej sys-
temu w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego, opisanego nieliniowym za-
leznym od stanu réwnaniem

x = (A; — BR!BTK,(t))x + (As(x) - BRT'BTKj(x))x. (7.1)

Stabilnos¢ systemu wiaze sie z mozliwoscia zachowania okreslonego stanu
[64]. System sterowania z kompensatorem SDDRE (ang. State Dependent
Differential Riccati Equation) w sprzezeniu zwrotnym jest asymptotycznie
lokalnie stabilny.

7.1.1 Proponowana metoda SDRE ze skonczonym
horyzontem czasowym

W ogdélnosci, stabilno$é asymptotyczna definiowana jest dla systemdw
z nieskonczonym horyzontem czasowym, podczas gdy dla skoriczonego ho-
ryzontu czasowego czas koncowy jest ograniczony. Jednakze, mozna odniesé
definicje stabilnosci asymptotycznej do problemu ze skonczonym horyzon-
tem czasowym, w tym sensie, ze wraz z rozszerzaniem horyzontu czasowego,
stany zbiegaja do rozwiazania ustalonego [59, 91].
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7.1.2 Proponowana metoda SDRE z nieskonnczonym
horyzontem czasowym

Niech r > 0 bedzie najwiekszym promieniem, takim ze B,(0) C Q.
Zakladajac, ze system jest stabilizowalny w punkcie x = 0 mozna uzy¢
twierdzen sterowania LQR do zdefiniowania macierzy K; takiej, ze wszyst-
kie wartosci wlasne macierzy (A1 — BK;) maja ujemne czesci rzeczywiste.
To powoduje, ze istnieje S > 0, takie ze Re(p) < —f dla wszystkich wartosci
wlasnych p dla (A; — BK;).

O(A1x + As(x)x)

Majac dany system (7.1), w ktérym (A;+A2(x))x oraz 3
X

sa ciagle wzgledem x dla ||x||< 7, gdzie r > 0 jest najwiekszym promieniem

w pewnym niepustym otoczeniu poczatku x = 0.

Niech

g(x) = Az(x) — BKa(x), (7.2)

za$ h(x) = g(x)x, wtedy system przyjmuje postaé
% = (A — BK;)x + h(x). (7.3)

Szacowanie h(x) wykazuje, ze ma si¢ do czynienia z prawie liniowym
systemem spelniajacym, gdyz
Gl

m —— =0. 7.4
Ixll—=0  ||x]| (74

To za$ wynika wprost z nieréwnosci
()| < [lgx)[ [[x]] = [|A2(x) — BK2(x)[| [|x]] (7.5)

Tak wiec ||g(x)|| — 0, gdy ||x|| — 0, stad h(x) spelnia warunek (7.4).
Rozwazania teoretyczne na prawie liniowych systemach pozwalaja wysnué
wniosek, ze jesli wartoéci wlasne (A; —BK;) maja ujemne czesci rzeczywiste,
h(x) jest ciagle w otoczeniu poczatku, oraz spelniony jest warunek (7.4),
wtedy x = 0 jest asymptotycznie stabilny [69].

Niech bedzie dane ¢ > 0, wtedy istnieje takie /7 € (0,r), ze ||h(x)|| <
d ||x||, zawsze gdy ||x|| < 7. Niech x(0) = xg € B;(0), z zalozenia o ciaglosci
funkcji f, rozwigzanie istnieje i zawiera si¢ w B;(0) dla t € [0, oc], wtedy

t
X(t) = eA1 By (0) + / cAIBK)(- ) (x(s))ds.  (7.6)
0
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Rozwazajac szacowanie normy stanu przy zalozeniu, ze ||x(t)||< 7 mozna
zapisa¢ nastepujace ograniczenie

()] < |[e@r=BE| |1x(0)]| +

t (7.7)
5 /0 eA1=BIDE9) | |1x(s)| ds.
Istnieje dodatnie stale G i § takie, ze
He(Al_BKl)tH < Ge Pt (7.8)
taka, ze
Ix(t)]] < Ge™ 7 [|x(0)|| + G /Ot e P |x(s)]| ds. (7.9)

Stosujac nieréwnosé Gronwalla i mnozac obustronnie przez e’ uzyskuje
sie
x| < G [x(0)||e~P—0D* (7.10)

dla wszystkich ¢ > 0, takich ze ||x(¢)|| < 7. Wybdr ¢ dokonywany jest

z przedziatu ¢ € (0, wtedy w odniesieniu do 7 majac v € (0,7) mozna

o
wybraé takie n =min{7, %} Wtedy dla xg € B,;, uzyskuje sie ||x(t)|| <y <
7} dla wszystkich ¢ > 0, x = 0 jest stabilny.

Warunek (7.10) jest spetniony dla wszystkich ¢ > 0 jedli xg € B,,, x =0
jest asymptotycznie stabilny dopdki 8 — 0G > 0 [64].

Przyktad 2. W tej cze$ci rozwaza sie prosty przyklad zaczerpniety
z [64, 92], ktdry posiada dokladne rozwigzanie. Jest on szczegdlnie interesu-
jacy ze wzgledu na to, ze prezentowana w [93] metoda numeryczna zawiodla
w przypadku wyznaczenia sterowania stabilizujgcego bazujgcego na przyblize-
niu rozwigzania SDRE.

Wskaznik jakosci sterowania w rozwazZanym problemie ma postac

o/ Tl
Taoa)= [ |2 {| @t et | de (7.11)
to 0 5

natomiast nieliniowa dynamika stanu przedstawia sie w nastepujgcy sposob

lij = [E] + m u. (7.12)
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Macierz stanu A o stalych wspdtczynnikach, oraz macierz zalezna od stanu
A(x) sq postaci

]

A= [8 é} A(z) = [02 8} (7.13)

Macierz wejscia B jest macierzq o stalych wspétczynnikach. PowyzZsza pa-
rametryzacja zapewnia zalezng od stanu macierz sterowalnosci postaci

M(a) = [‘f 3] , (7.14)

ktora to jest macierzq pelnego rzedu dla x € R?. Wtedy, parametryzacja
SDC' zapewnia sterowalno$é pary (A(x), B) dla wszystkich , a takze para
(QI/Q, A(x)) jest obserwowalna dla wszystkich x. W zwigzku z tym, mozna
zatozyé, ze rozwigzanie SDRE moze byé wykorzystane do zaproponowania
lokalnie stabilizowalnego sterowania suboptymalnego. SDRE dla tej parame-
tryzacji SDC przedstawia sie w nastepujgcy sposcb

=0,

S N =

K(w)lOQ (1)]%‘1) fﬂ K(z) - K(2) mz[o 1| K(x) +

]

N = O

(7.15)
macierz K(x) jest macierzq symetryczng. Rozwigzanie zaleznego od stanu
rownania Riccati’ego wynost

\/x%j \Jx%+\/x‘1‘+1+1 o3+ /2t + 2

2 4 2
K(z) =
x%+\/x‘11+2 x%—i—\/x‘ll—i—l_i_}
i 2 2 4 |
(7.16)

Zadajgc zerowy stan, rozwigzanie SDRE sprowadza si¢ do
V3 V2

\% \% (7.17)
2 2

K, =

i Ko(x) = K(x) — K;. Dla tego przykladu, wartosci wlasne zamknietej petli
sprzezenia zwrotnego sq¢ rowne —0.866 £ 0.5¢.
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Zaktadajge G = 4, a = 0.866 mozna znaleZé ograniczenie dla nieréw-
nosci ||2(t)|| < Ge™P||x(0)|| + 6G [3 e B=) ||z(s)||ds. Definiujac krzywq
postaci y = 4g(x) — |Re(\)| skorzystano z ||-||2 normy dla g. To daje obraz
obszaru, z ktérego mozna wybraé warunki poczgtkowe, tak, aby f — G > 0.
Aproksymujac miejsca zerowe funkcji y mozna zauwazyé, ze |x1]< 0.31, co
zapewnia wartosci ujemne dla 5 —0G. Wtedy warunek poczgtkowy zapewnia
wyktadniczq zbieznoscé do zera. Mozliwe jest w tym przykladzie udowodnie-
nie, ze region atrakcji dla x = 0 jest znacznie wickszy. Rozwazanie innych
warunkéw poczgtkowych, np. xy = (1,—1)T czy 2o = (5,0)" nie wplywa na
zbieznosé ukladu do zera- dalej zbiega on asymptotycznie.

7.2 Stabilnos¢ globalna

Uzyskiwanie informacji o stabilnosci punktéw réwnowagi nie rozwiazu-
jac réwnan stanu, dostarczaja efektywne metody analizy stabilnosci. Stwier-
dzanie stabilnosci wykorzystujace metody analityczne wymaga wprowadza-
nia pomocniczych funkcjonalow, ktére uzupelniajg w sposéb posredni infor-
magcje na temat zachowania sie uktadu i trajektorii. To z kolei jest podstawa
metody funkcjonaléw Lyapunova zwanej réwniez druga metoda Lyapunova.
Jest ona najbardziej efektywna i najczeéciej stosowang metoda analizy sta-
bilnosci.

7.2.1 Proponowana metoda SDRE ze skonczonym
horyzontem czasowym

Rozwaza sie prawo sterowania, ktére jest postaci
u=-RI'BT(K(t) + Ka(x))x (7.18)
i w ktorym Kj(t) spelnia DRE(ang. Differential Riccati Equation)
Ki(t)+ ATK (t) + K1 () A1 — K (1) BR!BTK (1) + Q =0, (7.19)
natomiast Ky (x) uzyskiwane jest z
Ks(x) = [BRT'BY]TAy(x) (7.20)
z warunkiem koncowym

Ky(t) = S(x(t1)). (7.21)

57



ROZDZIAL 7. ANALIZA STABILNOSCI PROPONOWANEJ METODY
SDRE

Wtedy system w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego postaci
x = (A; — BR!'BTK;(t))x + (As(x) - BRT'BTK(x))x (7.22)

jest globalnie asymptotycznie stabilny jesli K (¢) jest symetryczna dodatnio
okreslong macierza.
Zakladajac funkcje Lyapunova V(x) = xTK;x, ktéra

kalx[< V(%) < kx| (7.23)

dla x € U, gdzie U jest podzbiorem R" zawierajacym poczatek, zas stale k;
oraz ko wyznacza si¢ z

k; = info; (K1 ()BR'BTK, (1) + Q) (7.24)
oraz
ko = supo; (K (1) BR™'BTK, () + Q) (7.25)
dlai=1,2,,...,n gdzie i-ta warto$¢ wlasna macierzy definiowana jest
przez o;.
Pochodna zaproponowanej funkcji Lyapunova jest postaci
V(x) = xTK;(t)x + xTK; (t)x + xTK; (t)x. (7.26)

Korzystajac z (7.22) pochodna (7.26) mozna zapisa¢ nastepujaco
Vi(x) =xT(ATK (t) + K (t)A; — 2K ()BR!BTK; + K, (t))x. (7.27)

Nastepnie, po uwzglednieniu (7.19) otrzymuje si¢

V(x) =xT(-K;(t) BR'BTK, (t) — Q)x. (7.28)
Dalej, mozna wyznaczy¢ ograniczenie
V() < —ks|x|* (7.29)
gdzie
ks = info; (K (t)BR™'BTK (t) + Q) (7.30)

dlaxeUorazi=1,2,...,n.

W ogdélnym przypadku sterowania SDRE ze skoriczonym horyzontem
czasowym, jak opisano wczesniej, istnienie stalych ki, ko, k3 nie gwarantuje
stabilnoéci globalnej. Macierz sprzezenia zwrotnego jest zalezna od stanu
i uogdélnienie do globalnej stabilno$ci moze by¢ zapewnione poprzez zdefi-
niowanie regionu atrakcji jak w [59].

W proponowanej metodzie, istnienie stalych ki, ko, k3 przedstawionych
w (7.24, 7.25, 7.30) gwarantuje stabilnosé globalna, gdyz macierz K (¢) jest
niezalezna od stanu. W takim wypadku nie ma potrzeby definiowania re-
gionu atrakcji dla rozwiazania réwnania Riccatiego (7.19).
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7.2.2 Proponowana metoda SDRE z nieskonczonym
horyzontem czasowym

Zakladajac, ze parametryzacja SDC jest stabilizowalna i wykrywalna dla
wszystkich x(t), wtedy macierz Ay zamknietej petli sprzezenia zwrotnego
jest symetryczna dla wszystkich x(t), a rozwiazanie SDRE jest asympto-
tycznie stabilne, gdy ¢ € [0, o0].

Niech prawo sterowania dane bedzie w nastepujacej postaci

u=-R!'BT(K; + Ky(x))x, (7.31)
przy czym K spelnia ARE
ATK, + KA, —K;BR'BTK; + Q =0, (7.32)
natomiast Ky (x) uzyskiwane jest z
Ky (x) = [BR'BT]TAy(x). (7.33)
Wtedy system w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego postaci
% = (A; - BRT'BTK;)x + (A3 (x) - BRT'BTKj(x))x (7.34)

jest globalnie asymptotycznie stabilny jesli K; jest symetrycznie dodatnio
okredlona.
Przyjmuje sie funkcje Lyapunova

V(x) =xTKx (7.35)
i wiedzac, ze V(x > 0) dopdki K; > 0 oraz
[ x[*< V(%) < ko] (7.36)

dla x € U, gdzie U jest podzbiorem R" zawierajacym poczatek, zas state &y
oraz ke wyznacza sie z

k; = info;(K;BRT'BTK; + Q) (7.37)
oraz

ks = supo;(K;BR7'BTK; 4 Q) (7.38)
dlai=1,2,,...,n gdzie i-ta wartos¢ wlasna macierzy definiowana jest przez
;.

Korzystajac ze wzoru (7.34) oraz (7.32) uzyskuje sie
V(x) = xTKix + x K% + x K x. (7.39)
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Podstawiajac za$ rownanie (7.34), uwzgledniajac, ze Ko(x) linearyzuje
system oraz ze rozwigzanie ARE, K; jest zawsze symetryczne, otrzymuje
sie

V(x) =xT [A{Kl + KA, - 2K;BR'B7K, + Kl} X. (7.40)
Nastepnie po podstawieniu (7.32) mozna zapisaé
V(x) = x" [-K:BRT'B"K; + Ki - Q| x. (7.41)
W kolejnym kroku, mozna znalezé nastepujace ograniczenie
V(x) < =k, (7.42)

gdzie k3 .
ks = info;(K;BR™!'BTK;, — K; + Q) (7.43)

dlaxeUorazi=1,2,...,n.

W ogélnym przypadku sterowania SDRE z nieskonczonym horyzontem
czasowym, jak opisano wczesniej, istnienie statych ki, ko, k3 nie gwarantuje
stabilno$ci globalnej. Macierz sprzezenia zwrotnego jest zalezna od stanu
i uogolnienie do globalnej stabilnosci moze by¢ zapewnione poprzez
zdefiniowanie regionu atrakeji [59].

W proponowanej metodzie , istnienie stalych ki, ko, k3 przedstawionych
w (7.37, 7.38, 7.43) gwarantuje stabilno$¢ globalna, gdyz macierz K; jest
niezalezna od stanu. W takim wypadku nie ma potrzeby definiowania
regionu atrakcji dla réwnania Riccatiego (7.32).
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Rozdziat 8

Metody rozwigzywania
rownan Riccatiego

Istnieja dwie grupy numerycznego rozwiazywania réwnan Riccatiego.
Pierwsza z nich polega na znalezieniu stabilnego rozwiazania réwnania
Riccatiego z macierzy Hamiltona, ktéra zapewnia znalezienie rozwiazania.
Druga za$, bazujac na iteracji pozwala na wyznaczenie rozwiazania opiera-
jac sie o wstepne zalozenia wynikajace z charakterystyki uktadu.

Wyszczegolnione ponizej algorytmy zostaly wybrane uwzgledniajac kry-
terium niewielkiej ztozonogci i zbieznoéci. Ich ztozonogé jest klasy O(n?), zas
zbieznosc jest kwadratowa (inne algorytmy wykazuja zbieznosé liniowa [94]).
Opis poszczegélnych algorytmoéw zostal zaczerpniety z pracy [95].

8.1 Rozklad w szereg Taylora

Rozklad w szereg Taylora moze by¢ uzywany dla systeméw postaci
x = A(x)x + Bu, (8.1)

w ktorych B jest stale. Dla stalych macierzy wspétczynnikéw, oraz macierzy
Q i R wynikajacych z funkcjonatu kosztu, réwnanie Riccatiego przyjmuje
nastepujaca postaé

K(x)A(x) + AT(x)K(x) - K(x)BR'BTK(x) + Q = 0. (8.2)

Korzystajac z metody opisanej w [64] macierz A (x) przedstawia si¢ jako
sume macierzy statej oraz macierzy inkrementalnej

A(x) = A 4+ eAA(x). (8.3)
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Rozwinigcie rozwigzania réwnania Riccatiego w szereg Taylora ma po-
stac

K (x)

Oe

92K (x)

K (x, ) = K(x)|eo+ ot g

€2 >
5 +...= ZenLn(x),
n=0

(8.4)
przy czym kazda macierz L, jest symetryczna w wyniku symetrii K(x).
Podstawiajac (8.4) do (8.2) uzyskuje sie

e=0

(Z e”Ln(x)> (A + eAA(x)) + (A + eAA(x))T (Z e”Ln(x)>
n=0 n=0

— (i e"Ln(x)> BR'B? <§: e”Ln(x)> +Q=0.
n=0

n=0

(8.5)

Grupujac wedlug poteg € i przyréwnujac ten wspoétczynnik do 0, uzy-
skuje sie iteracyjng metode poszukiwania macierzy L,. Schemat postepo-
wania przedstawiony jest ponizej:

LoA + ALy — LeBR"'BTLy + Q =0, (8.6)

Li(A—BR'BTLy) + (A" ~BR'BTLo)L; + LyAA + AALy = 0. (8.7)

Lo(A —BR'BTLo) + (A" ~BR'BTLo)Ly + Ln_1AA + AATL, ;
n—1

— >y LiBR'B'L, ;=0
k=1

(8.8)

Roéwnanie (8.6) jest algebraicznym réwnaniem Riccatiego (ARE) za$
réwnania (8.7) oraz (8.8) sa zaleznymi od stanu réwnaniami Lyapunova.
Algorytm ten lokalnie zbiega do rozwiazania réwnania SDRE pod warun-
kiem ciaglosci macierzy A (x) oraz B(x) [23]. Powyzszy uklad réwnan moze
zostaé uproszczony jesli przyjmie sie, ze AA(x) = g(x)AA¢, przy czym
AA jest macierza o staltych wspotczynnikach.
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Mozna wtedy zdefiniowaé

Ln(x) = (9(x))"(Ln)c- (8.9)

Majac macierz (L, )c o stalych wspélczynnikach, uzyskuje sie uproszczony
uktad réwnan

LoA+ A" Ly — LoBR'BTLy+ Q = 0,

(L1)c(A —BR™IBTLy) + (A" — BR'BTLo)(L1)c + LoAAc+
AAcLy=0

(Lo)e(A — BRBTLo) + (A" — BR'BTLo)(Ln)c + (Ln_1)cAA+
n—1
AAT(Lp—1)c = > (Lp)eBRT'BT (L) = 0.
k=1
(8.10)

Wtedy mozna uzy¢ aproksymacji K(x) wykorzystujac macierze o sta-
lych wspélczynnikach, obliczone offline, po rozwigzaniu statego ARE oraz
réwnan Lyapunova.

Wtedy prawo sterowania przyjmuje postaé

N
u¥(x) = -R7'B” (Z((Q(X))n(Ln)0)> X, (8.11)

n=0

gdzie N jest liczba sktadowych szeregu.

Warto podkresli¢, ze zastosowanie dekompozycji macierzy A (x) na sume
macierzy stalej oraz macierzy inkrementalnej, stanowi podobna propozycje,
do tej przedstawionej w Rozdziale 6 i pozwoliloby w tatwy sposéb zaim-
plementowaé te metode do rozwiazania problemu sterowania, ze zmianami
wprowadzonymi w strukturach macierzy proponowanych przez autorke.

8.2 Metoda interpolacji

Metoda interpolacji nawiazujaca do [25] oraz [64], wymaga sformuto-
wania prawa sterowania dla SDRE, rozwiazania rownania SDRE, a takze
macierzy wzmocnien dla liczby stanéw w dziedzinie oraz stworzenia siatki
pozwalajacej na interpolacje podczas zmiany stanow.

Niech 2y bedzie zbiorem, z ktérego zostana wybrane warunki poczat-
kowe. Zaklada sie, ze przestrzen stanu {2 jest taka, ze trajektoria stanu dla
kazdego z wybranych warunkéw poczatkowych (xg € ) zawiera sie
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w pelni w Q. Jesli n jest wymiarem wektora stanu, okredla sie siatke D,
ktora pozwala na zmiane kazdego x;,¢ = 1,...,n w Q. W kazdym x € D
rozwigzuje sie i zachowuje wynik sterowania ugz. W ten sposéb tworzy sie
siatka interpolacji pozwalajaca na oszacowanie sterowania w kazdym punk-
cie €). Sterowanie mozna przedstawi¢ w sposéb

u(x) = interp{ug}, (8.12)

gdzie interp{-} oznacza dowolna interpolacje (liniowa, 1-d, 2-d, itd).

W parametryzacji SDC, liczba zmiennych stanu, od ktérych zalezy A (x)
oraz B(x) jest zazwyczaj mniejsza niz wymiar systemu. Niech g oraz €,
beda zdefiniowane jak powyzej. Jesli n jest rozmiarem wektora stanu, to
definiuje si¢ r < n stanéw przedstawionych w A(x) i B(x) jako
= ={Xi,...,X;,}. Jesli zostanie utworzona siatka, D zmieniajaca si¢ przy
kazdym x;; € = w granicach wyznaczonych przez (2, rozwigzujac i zachowu-
jac wyniki SDRE dla kazdego x € D mozna zdefiniowaé siatke interpolacji
dla kazdego K(x). Wtedy, w celu oszacowania rozwiazania dla SDRE
w kazdym punkcie €2, mozna interpolowaé¢ elementy siatki. Mozliwe jest
przyblizenie sterowania z wykorzystaniem

interp{K11(x)} --- interp{Kin(x)}
u(x) = ~R1BT(x) 5 5 RNCRE)
interp{Kp1(x)} --- interp{K,(x)}

interp{-} zdefiniowana jest tak jak powyzej. Jesli K(x) jest symetryczne,
to interp{K;;} = interp{Kj;} i liczba r-stopni interpolacji jest réwna
n(n+1)/2.

Nalezy wyréznié kilka istotnych informacji odnosnie metody interpola-
cji:

1. Liczba punktéw (M) uzyta do tworzenia siatki, powinna by¢ znacz-
nie wicksza aby uklad w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego byt
doktadnie przyblizony,

2. Interpolacja K(x) wykazuje oczekiwane wlasciwosci jesli liczba stanéw
r w Z jest mniejsza od n. Stopien interpolacji jest nizszy dla kazdego
elementu K(x) a elementy nie zawarte w Z nie maja ograniczen wyni-
kajacych z siatki,

3. Interpolacja u(x) wykazuje oczekiwane wlasciwosci jesli liczba sta-
néow r w = jest r6wna n, poniewaz obie siatki naloza ograniczenia na
wszystkie stany a interpolacja bedzie miata taka samag zlozonos¢,
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4. Jesli nm < n(n 4 1)/2 gdzie m jest wymiarem sterowania, wtedy
interpolacja moze by¢ uzyta do wyznaczenia macierzy wzmocnien p(x)
w celu zmniejszenia liczby potrzebnych interpolacji,

5. Interpolacja ta moze by¢ uzyta nie tylko w przypadku zaleznej od stanu
macierzy B(x), ale takze w bardziej ztozonych przypadkach sterowania
SDRE, ktére maja zalezne od stanu macierze wag Q(x) oraz R(x) we
wskazniku jakosci.

8.3 Algorytm Newtona

Algorytm wykorzystuje wartos¢ funkcji, a takze jej pierwsza pochodna
w celu uzyskania rozwigzania réwnania Riccatiego. Sa dwie mozliwe sytu-
acje zatrzymujace dzialanie, pierwsza kiedy algorytm zbiegnie do rozwiaza-
nia z zalozona tolerancja lub kiedy osiagnie maksymalng liczbe iteracji.

Niestety zbieznos¢ nie jest gwarantowana, mozliwe jest ze wynik bedzie
znaczaco réznil sie od poprawnego rozwiazania ze wzgledu na istnienie mi-
niméw lokalnych. To takze powoduje, ze znalezione rozwiazanie moze nie
zbiegaé do stabilnego rozwiazania réwnania Riccatiego [96]. Kiedy algorytm
osiaga obszar zbieznosci rozwiazania, zbiezno$¢ ma charakter kwadratowy
[97].

Przed implementacja algorytmu, nalezy poczynié¢ nastepujace zatozenia:
- system jest stabilizowalny,
- macierze A, B, Q, R sa odwracalne
- zdefiniowanie na wejsciu algorytmu macierzy A, B, K (dobrze aby
Ko = K{), tolerancji i limitu iteracji
- oczekiwane rozwigzanie rownania Riccatiego K jest stabilne
- zatrzymanie algorytmu nastepuje gdy |Al1< tolerancja lub
liczba iteracji > limit iteracji (A = K, — K,—1).

Pseudo-kod mozliwy do implementacji w $rodowisku numerycznym
(np. Matlab) wyglada nastepujaco

for §=0,1,2 ...
P, =R '(B’K,E +S7C)
(A - BP;)TN,E + E'N,(A - BP,) = —-R(K;) (8.14)
Kjt1 = K; + N;

end
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8.4 Algorytm Newtona z kierunkowym poszuki-
waniem minimum funkcji

Metoda ta jest ulepszeniem klasycznej metody Newtona. Poprawiona
zostata szybko$¢ zbieznosci algorytmu, a takze poprawiono problem dobra-
nia kroku na wejsciu stosujac kierunkowe poszukiwanie minimum funkcji
umozliwiajac dobér odpowiedniego rozmiaru kroku [98].

Przed implementacja algorytmu, nalezy poczynié¢ nastepujace zalozenia:
- system jest stabilizowalny,

- macierze A, B, Q, R sg odwracalne

- zdefiniowanie na wejsciu algorytmu macierzy A, B, K, (dobrze aby Ky =
K{), tolerancji i limitu iteracji

- oczekiwane rozwiazanie réwnania Riccatiego K

- zatrzymanie algorytmu nastepuje gdy |A]1< tolerancja lub

liczba iteracji > limit iteracji (A = K,, — K,,—1)

Pseudo-kod mozliwy do implementacji w $rodowisku numerycznym
(np. Matlab) mozna przedstawi¢ nastepujaco

for 7=0,1,2,...
P, =R '(B’K,E +S”C)
(A -BP,)"N,E + E'N,(A - BP,) = -R(K})
V, =E'N;BR'B'N,E (8.15)
R ; ) )2
tj = Ongl}&(iﬁrace(R(K] +tN;)?))

Kjr = K; +1;N;

end

8.5 Algorytm Kleinmana

Alegorytm ten jest kolejnym ulepszeniem metody Newtona. Wprowa-
dzona zostaje macierz kosztu i tak definiuje sie rozwiazanie réwnania Ric-
catiego K. Stosujac to podejécie, dowiedziono, ze jesli Ky jest z zatozenia
stabilizowalne, to kazda kolejna iteracja powoduje zmniejszanie sie kosztu
az do zbiegniecia do stabilizowalnego rozwiazania. Metoda ta wymaga 6n>
operacji na iteracje [95].

Przed implementacja algorytmu, nalezy poczynié¢ nastepujace zatozenia:
- system jest stabilizowalny,

- macierze A, B, Q, R sa odwracalne
- zdefiniowanie na wejsciu algorytmu macierzy A, B, Q, R, Ky (dobrze aby
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Ko = K{), tolerancji i limitu iteracji
- oczekiwane rozwigzanie rownania Riccatiego K
- zatrzymanie algorytmu nastepuje gdy |Al1 < tolerancja lub
liczba iteracji > limit iteracji (A = K,, — K1)
Pseudo-kod mozliwy do implementacji w $rodowisku numerycznym
(np. Matlab) jest nastepujacy:

S=BR 'B’
n—1

W = Z A'S(ATY  (n —liczba  stanow)
=0

Ko = (AT)"W™ A" (dobierz Ko w taki sposob lub
dobierz  dowolne)
do

A= (I+SK;) 'A
LIRL, = AT K, SK,A,

while(do napotkania warunku zatrzymania)

(8.16)

Algorytm ten jest bardziej udoskonalong metoda, jednak wymaga po-
czynienia dobrych zatozen w celu zapewnienia zbieznosci.

8.6 Dekompozycja Schura

Metoda ta jest standardowym podejéciem w celu rozwiazania réwnania
Riccatiego. Sktada sie ona z 2 gléwnych krokéw [99].
1. Redukcja macierzy Hamiltona z 2n x 2n (n - ilo$¢ stanéw) do postaci

Schura -
A -BR B 9
M = nx2n 1
<_Q _AT ) €eR ) (8 7)
Nastepnie dokonywana jest transformacja
U'MU =S = (S” Sl?) : (8.18)
gdzie:
Ue R2n><2n
S E RTLX’I’L
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2. Ostatnim krokiem jest rozwiazanie liniowego réwnania macierzowego
n — tego stopnia w celu uzyskania K

KU, = U21, (8.19)

przy czym

Ui U
U= . 8.20
<U21 U22> ( )

Uj; jest odwracalne, a U21U1_11 jest rozwiazaniem réwnania Ricca-
tiego. W przypadku tego algorytmu ztozono$¢ obliczeniowa jest na poziomie
75m3 liczby operacji potrzebnych do znalezienia stabilizowalnego rozwigza-
nia, przy czym n to liczba stanéw systemu.
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Rozdziat 9

Zastosowania metody SDRE
w sterowaniu wybranych
uktadow

W rozdziale przedstawiono zastosowanie metody SDRE do sterowania
nieliniowych uktadéw rzeczywistych. W dalszej czesci opisano 6 gtéwnych
grup obiektéw wykorzystanych podczas badan. Scharakteryzowano réwniez
ich typowe zastosowania. Nastepnie zaprezentowano symulacje kompute-
rowe dzialania ukladow z wyzej wymienionymi obiektami, po zaadoptowa-
niu do nich odpowiednio klasycznej i zmodyfikowanej metody SDRE.

W pierwszej kolejnosci pokazano zastosowanie metody SDRE do ste-
rowania silnikami krokowymi. Uklady sterowania tego typu pojawiaja sie
w aplikacjach wymagajacych precyzji [55], np. automatycznych zaworach,
urzadzeniach pomiarowych (zegary kwarcowe), przy sterowaniu ramionami
robotéw, w kolach w wézkéw widlowych, w napedach CD/DVD
w drukarkach pozwalajac na ruch glowicy czy przesuwanie papieru, a takze
w motoryzacji odpowiadajac za prace silnika napedowego na biegu jalowym.

Kolejna grupa urzadzen, do ktérych mozna wykorzystaé wczesniej opi-
sywana metode sa quadrotory oraz hexacoptery (drony). Szczegdlna popu-
larno$¢ zdobywaja one w segmencie wojskowym do obserwacji dziatan mili-
tarnych, a takze w dzialaniach cywilnych, gdzie stuza, np. do obserwowania
trudno dostepnych obszaréw, a takze umozliwiaja filmowanie i fotografowa-
nie zapewniajac nowg jako$é¢ odbioru. Nisko budzetowe rozwiazania stuza
dzieciom w formie zabawki, a te lepiej wyposazone i wykonane beda zaste-
powaé kurieréw [78].
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Nastepnym przykiadem obiektu jest model matematyczny oscylatora
Van der Pola. Réwnanie Van der Pola ma dituga historie stosowania za-
réwno w naukach fizycznych, jak i biologicznych. Na przyklad w biologii
Fitzhugh i Nagumo rozszerzyli réwnanie w polu planarnym i uzyli je do mo-
delowania potencjatéw czynnosciowych neuronéw. Réwnanie wykorzystano
rowniez w sejsmologii do modelowania dwéch plyt w uskoku geologicznym
oraz w badaniach fonacji w celu modelowania prawego i lewego oscylatora
faldu glosowego [100].

Sitowniki liniowe znajduja zastosowanie zaréwno w dziedzinie rehabili-
tacji, w opiece domowej, technice przemystowej gdzie wazne sa:
lekka i kompaktowa konstrukcja, duza sztywnosé, obstuga manualna nie
sprawiajaca klopotu uzytkujacemu, prosty montaz, cicha praca. Wykorzy-
stuje sie je jako napedy do bram czy klap. Sg to urzadzenia tatwe w obstudze
a zarazem niezawodne, dlatego czesto znajduja zastosowanie w sprzecie rol-
niczym, a takze w urzadzeniach specjalistycznych zaréwno w inteligentnych
domach czy biurach, a nawet w branzy zwiazanej z energia odnawialnag.
Urzadzenia te sa samohamowne, ale nawet po odlaczeniu zasilania sa
w stanie utrzymaé spore ciezary. Mozliwe jest taczenie ich z czujnikami in-
dukcyjnymi pozwalajac na zaadoptowanie urzadzenia w réznych aplikacjach
i pozycjonowaé zatrzymanie w konkretnym punkcie [44].

Kolejna grupa to roboty mobilne. Dziela sie one na jezdzace, kroczace,
latajace i ptywajace. Urzadzenia te moga by¢ autonomiczne, ktorych nie
ograniczaja przewody zasilajace, a sterowanie moze odbywaé sie zdalnie.
Roboty mobilne, w ktérych zastosowano naped réznicowy sa waznymi sys-
temami pelnigcymi istotng role jako ruchome platformy dla urzadzen, takich
jak manipulatory czy systemy wizyjne. Stosowane sa przy pomiarach zdal-
nych, podczas oceny szkdd po katastrofach, przy wykrywaniu wyciekéw nie-
bezpiecznych pltynéw, utatwiaja monitorowanie nasilenia korkéw, pomagaja
w poszukiwaniach w miejscach niebezpiecznych dla zespoléw ratowniczych,
umozliwiajg komunikacje i dostarczanie przesylek. Popularnym sposobem
projektowania sterowania dla robotéw mobilnych jest wykorzystanie zalez-
noéci kinematycznych, co w potaczeniu z dobrze znanymi algorytmami po-
zwala na zaprojektowanie prostej i efektywnej metody regulacji [101].

Ostatnia grupa to manipulatory, ktére wykonuja zadania bez bezposred-
niego kontaktu. Na poczatku stuzyé mialy przy pracach niebezpiecznych
(np. w otoczeniu radioaktywnym, skazonym lub niedostepnym).

W tej chwili znajduja szerokie zastosowanie w medycynie bedac tacznikiem
miedzy chirurgiem a pacjentem, a takze w motoryzacji utatwiajac procesy
wytwarzania nowych pojazdow. Umozliwia prace w zbyt goracych srodowi-
skach i przenoszenie duzych ciezaréw, zmniejszajac ryzyko pracy dla czlo-
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wieka. Sam manipulator przypomina ramie, w ktorego sktad wchodzg prze-
guby i zlacza, ktére przez swoja liczbe i sposéb potaczenia, definiujg ilosé
stopni swobody robota [102].

9.1 Wyniki obliczeniowe i symulacja

W kontekscie powyzszego opisu, w kolejnych podrozdziatach przedsta-
wiono symulacje ukladow sterowania suboptymalnego pokazujac ich przy-
datnosé i poprawnosé dzialania wykorzystujac nastepujace modele rzeczy-
wiste opisane wczesniej:

- silnik krokowy,

- quadrotor,

- oscylator Van der Pola,

- sitownik liniowy (aktuator),

- robot mobilny,

- manipulator o 6 stopniach swobody zredukowanych do 3.

W kazdym przypadku poréwnane zostanie klasyczne podejécie wykorzystu-
jace SDRE z metoda proponowang przez autorke. Wszystkie powyzsze przy-
klady przedstawiajg sterowanie do zadanego punktu i obrazuja dzialanie
metody zaréwno ze skoriczonym, jak i nieskonczonym horyzontem czaso-
wym.

Wszystkie symulacje wykonywane byly na tym samym sprzecie (Windows 7
Professional, 64-bit Intel® Core™ i5-5200M CPU @ 2.40GHz) z oprogra-
mowaniem MATLAB R2017b. Do obliczania rozwiazania réwnania Ricca-
tiego, wykorzystano zaimplementowana w srodowisku funkcje CARE bazu-
jaca na dekompozycji Schura [103].
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9.1.1 Sterowanie silnikiem krokowym

Obiektem wybranym do sterowania jest silnik krokowy, nalezacy do
grupy silnikéw synchronicznych, ktoérych ruch wirnika powodowany jest im-
pulsowym zasilaniem. Wirnik po otrzymaniu impulsu obraca si¢ o staly,
okre$lony kat, wynikajacy z budowy silnika. Ponizej zostal przedstawiony
schemat silnika krokowego wykorzystanego do dalszych symulacji. W za-
leznosci od tego, przez ktore uzwojenia i w ktérym kierunku plynie prad,
wirnik z magnesami ustawia sie w odpowiednia strone.

-
»J
-
>

H)IH

Rysunek 9.1: Schemat silnika krokowego z zasilaniem dwufazowym

Ponizsza tabela przedstawia zasade dzialania silnika krokowego zasila-
nego 2 fazami w zaleznosci od potozenia kluczy Ki i Ko.

Pozycja wirnika Klucz K7 Klucz Ky Kierunek obrotu silnika

1 1 1 T
2 2 1 W W
3 2 2 prawo lewo
4 1 2 U

Tablica 9.1: Komutacja silnika krokowego
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Model silnika, wykorzystanego do symulacji zaczerpnieto z [104, 105].
Roéwnania obwodu elektrycznego maja postaé

eq = —Kpnwsin(N6), (9.1)

ep = —Kpwcos(NE), (9.2)
dig .

L% = v, — Rig — €q, (9.3)
di

L% = vy — Rip — ep. (9.4)

Ponizsze réwnanie przedstawia réwnanie uktadu mechanicznego

dw
J— +bw="T,. 9.5
i e (9.5)
Ostatnie z réwnan opisujace wybrany silnik krokowy, przedstawia matema-

tyczny opis momentu obrotowego

T.= Ky {ia - e“} sin(N6) + K, {ib - eb} cos(N8), (9.6)
R, R,
gdzie:

€q, €p - sity przeciwelektromotoryczne,

1a,1p - prady uzwojenia,

T. - moment elektromagnetycnazy,

Vg, Up - Napiecia uzwojenia fazowego,

K,, - stala mechaniczna, zalezna m.in. od strumienia magnetycznego
stojana oraz liczby zwojéw w uzwojeniach wirnika,

N - liczba zebéw na kazdym z dwoch biegunéw wirnika,

R - rezystancja uzwojenia,

L - indukcyjnos¢ uzwojenia,

J - moment bezwladnosci,

b - wspélezynnik tarcia lepkiego,

R,, - reluktancja,

w - predkoéé wirnika,

0 - kat obrotu wirnika.
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Roéwnania (9.1-9.6) mozna przedstawi¢ w postaci réwnan stanu, wyko-
rzystujac parametryzacje SDC

[ R K, sin(Nxy)
_t 0 DmS V)
p R K, cos(Nxy)
d a2 _ 0 T I
dt |z _ Kpsin(Nay) Ko cos(Nwy) _(b+Km2)
4 J J J
i 0 0 1
1
7 0
ANNE
0 0
0 0
gdzie:

T1 = ig, T2 = 1p - prady uzwojenia,
r3 = w - predkos¢ wirnika,

x4 = 0 - kat obrotu wirnika,

u1, Ug - napiecia zasilania.

Z1

xI9 +

x3

T4
(9.7)

Stosujac podejscie proponowane przez autorke, polegajace na dekompo-

zycji macierzy A(x) na sume dwoch, zaleznej i niezaleznej od stanu

(A1 + Ay(x)), model przyjmuje postaé

- R -
—— 0 0 0
I L R X1
i z2| | O 7 0 INED +
dt |3 (b+ K,,%) €3
T4 0 7 0 |24
L 1 0]
_ . 0 Kmsirll;(Nu) 0’ 1
T L
0 0 chozwm of =] . |
Ky sin(Nzy)  Kp,cos(Nxzy) x3 0
- - 0 of |
7 J J g
L 0 0 0 0.

U1
Uz

9.8)

o o~ ©

—
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Jak pokazano w réownaniu (9.8), jedynie macierz A (x) jest zalezna od stanu,
macierz B jest macierza stala.
Macierze wag okreslone w trakcie symulacji wynosily odpowiednio

R 0 0 0 1
0 R 0 0 - 0
_ _|R
Q=10 0 7 o0 R_OL (9:9)
0 0 0 0.1 R

Wartosci poszczegdlnych stalych zwigzanych z modelem matematycz-
nym silnika oraz informacje dotyczace symulacji dla nieskonczonego hory-
zontu czasowego podano ponizej

Zmienna Wartosé  Jednostka

N
K,, 0.5 Tm
N 50

R 0.55 Q

L 1.5-1073 H
kg m?

-5

J 4510 S
b §.10-4  NmS

Tra

R, 1 H-

Tablica 9.2: Parametry silnika krokowego

Stan poczatkowy silnika wybrany podczas symulacji

3.64 A
3.64 A

o= 70| vass| (9.10)
1.8 deg

Podstawowe parametry czasowe przyjete w symulacji obejmuja:
czas symulacji 10s oraz krok czasowy 1-1075s.

Implementujac przyjety model oraz podane powyzej parametry symula-
¢ji, wykonano analize numeryczng dzialania systemu sterowania dla klasycz-
nego podejscia wykorzystujacego SDRE oraz propozycji nowego podejscia
przedstawionego w pracy. Przedstawiono poréwnanie czaséw wykonania sy-
mulacji dla obu metod oraz przebiegi czasowe poszczegdlnych zmiennych.

75



ROZDZIAL 9. ZASTOSOWANIA METODY SDRE W STEROWANIU
WYBRANYCH UKLADOW

Poréwnanie czaséw wykonania symulacji dla obu metod

klasyczna metoda SDRE 69.592506s
proponowana metoda SDRE 8.381148s

Tablica 9.3: Czasy wykonania symulacji

Na podstawie zestawienia w 9.3 mozna zauwazy¢, ze czas symulacji dla
nowej metody jest znaczaco krétszy niz dla podejscia klasycznego.
Potwierdza to, ze dzieki modyfikacjom wprowadzonym przez autorke, zna-
czaco zmniejsza sie naklad obliczeniowy, a co za tym idzie czas potrzebny
na wykonanie symulacji zadania.

4 T 1 T 1 T T T
I _i1 KlasyczneSDRE
351 0.1 —i2 KlasyczneSDRE
| 014 - -i1 PropozycjaSDRE
sk i
| , .
| - i PropozycjaSDRE
2.5|‘ 4 -
g 2'_ 0.0 i
— 1
| 0.06
15 I 0.04| =
1 | 0.02 i
| o L S
05k 0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0018 002 .
t
0 [ 1 1 1 1 ) i - | 1 o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]
, . . , o .
Rysunek 9.2: Poréwnanie przebiegéw pradéw uzwojenia
1.8 T T T T T T T

——KlasyczneSDRE
= =PropozycjaSDRE

0 1 1 1 1 1 . L

t[s]

Rysunek 9.3: Poréwnanie przebiegéw katéw obrotu watu silnika
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0.1 T T T T T T T T T
0 ———————————————————————————
0.1 I' i T T T T T T T T L— =]
0.2+ .
l D.0D5 -
0.3~ 5
st Sf 00000 -
-0.4 .
= ]
0.5 -D.0D5 B -
0.6 L 0.01 e U KlasyczneSDRE [
0 7|r ——u, KlasyczneSDRE | |
| 00151 - =u, PropozycjaSDRE
0.8 - [ 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 u, PropozycjaSDRE I
-0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t [s]

Rysunek 9.4: Poréwnanie przebiegéw sterowan

Rys. 9.5 przedstawia poréwnanie pradéw uzwojenia w silniku krokowym
dla sterowania z wykorzystaniem klasycznego SDRE ze sterowaniem propo-
nowanym przez autorke. Przebiegi sa niemal identyczne. Ta sama sytuacja
dotyczy przebiegéw sterowan (Rys. 9.4), a takze katéw obrotu walu silnika
(Rys. 9.3). Przebiegi pokazuja, ze dla zakladanego warunku poczatkowego
stan zbiega asymptotycznie do zera. Mozna to zaobserwowaé dla klasycz-
nego i proponowanego nowego podejscia SDRE. Nowa metoda sterowania
prawidtowo stabilizuje system. Uzyskane wyniki sa takie same jak w kla-
sycznym SDRE i praktycznie si¢ pokrywaja. Jest to dowdd na to,
ze proponowana metoda jest dokladna i najmniej kosztochlonna oblicze-
niowo, poniewaz rozwiazuje si¢ réwnanie ARE tylko raz oraz dokonujac
pseudoinwersji. Co wiecej, czas wykonania symulacji w przypadku zmody-
fikowanej metody wykorzystujacej SDRE jest ponad o$miokrotnie krétszy.
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9.1.2 Sterowanie quadrotorem

Model matematyczny quadrotora zostal zaczerpnigty z [78]. Urzadze-
nie to wyposazone jest w cztery niezalezne napedy elektryczne z ukladem
sterujacym znajdujacym sie w Srodku masy. Quadrotor posiada 6 stopni
swobody, gdzie pierwsze 3 zwigzane sa z polozeniem, a kolejne 3 z katami
Eulera okredlajacymi orientacje. Zaklada sie sztywnag rame, symetryczng
strukture modelu, kazdy naped jest sterowany niezaleznie, a efekty aerody-
namiczne sg pomijane.

Rysunek 9.5: Schemat quadrotora

W celu okreslenia modelu dynamicznego zdefiniowano katy Eulera: roll

¢ € (—m,7), pitch 0 € (—g, g), yaw ¢ € (—m,m). Katy te sa sekwencja
3 rotacji
1 0 0
Rx(¢)=| 0 cos(¢) —sin(¢)|, (9.11)
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cos(f) 0 sin(0)
R, (0) = o 1 o0 [, (9.12)
—sin(f#) 0 cos(f)

cos(vp) —sin(yp) 0
R,(¥) = | sin(y) cos(¢p) 0] . (9.13)
0 0 1

Wéwcezas orientacja ukladu lokalnego quadrotora wzgledem uktadu pod-
stawowego wyraza sie nastepujaco (aby uprosci¢ zapis funkcje trygonome-
tryczne skrécono tylko do pierwszej litery):

Rzyx(wa 07 ¢) = RZ(w)Ry(Q)RX(@ =

cW)el8) c()s(0)5(6) — s(W)el6) e(¥)s(0)e(d) +5(8)5(D)] (914
S@W)e(6)  s()s(0)s(6) + c()e(d) s(¥)s(B)ele) — c(w)s(6) | -
—s(6) (6)s(9) e(6)c(o)

Konfiguracje uktadu mechanicznego opisuje wektor pozycji r! = (z,, 2)
oraz orientacji Q7 = (1, ¢,0). Przyspieszenia liniowe quadrotora spelniaja
nastepujaca zaleznosé

0 p A 0
i=-g|0| +R=> w;|0], (9.15)
1 =

gdzie:

g - przyspieszenie grawitacyjne

R - macierz rotacji

b - wspolczynnik ciagu

w; - predkodé i-tego silnika odpowiednio ¢ = 1,2, 3, 4.
Znajac macierz bezwladnosci I (ktéra jest macierza diagonalna z gléwnymi
momentami bezwladnosci I, I, I. na diagonali), bezwladnos¢ silnika Jg
oraz wektor T opisujacy moment sity, uzyskuje si¢ drugie réwnanie réznicz-
kowe opisujace dynamike w ruchu obrotowym

4 0
I0=-QxIQ-> Jr |QUx [0]|w+T (9.16)
=1 1

Wektor 7 zalezy od predkosci katowych wirnikow i okreslony jest nastepujaco
1b(w] — w5)
T = Ib(w3 — w?) , (9.17)
d(wi + wi — wi — wj)
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gdzie:
[ - dtugosé ramienia quadrotora
d - wspélczynnik oporu.

Model tego quadrotora posiada 4 wejscia sterujace (unoszenie si¢ w glo-
balnym ukladzie wspélrzednych oraz 3 katy Eulera). Zaklada sie, ze sa one
wprost proporcjonalne do kwadratéw predkosci katowych silnika.

uy = b(w? + w3 + w3 +wj)

o = b? ) ons
ug = b(ws — wi) '

uy = d(ws 4 wi — wi —wl).

Dodatkowo dla uproszczenia zapisu wprowadza si¢ nowa zmienna opisujaca
wzgledng predkosé silnika

Wg = Wg + W4 — W1 — W3. (919)

Korzystajac z (9.15-9.19) mozna przedstawi¢ model dynamiczny systemu

U1

0) cos(1)) + sin(¢) sin(y))) —

m
ul

0) sin(v) — sin(6) cos(1) >

5= —g+ (cos(¢) cos(@))%

& = (cos(¢) sin

—_ =

i = (cos(¢) sin

. (,-L) Jr, 1 . (9.20)
¢—9¢7I$ I, Bwg + I:CUQ

s (L—1) | Jr; l

0= ¢y I + I, ¢wd+Iyu3

o (L~ 1) 1l

¢—¢97[Z +Izu4

Model ten moze by¢ zapisany w przestrzeni stanu x = f(x, u), gdzie

Ui
_ |
u= (9.21)

U4

jest wektorem sterowari danych we wzorze (9.18), za$ x € R'? jest wektorem
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zmiennych stanu postaci

o 2]
T T2
Yy z3
Yy T4
z s
z T
X = =% (9.22)
¢ a7
¢ s
0 9
0 10
(0 T11
L] 2]
Ze wzoréw (9.20) oraz (9.22) uzyskuje sie
T2
. . . U1
(cos z7 sin zg cos 211 + sin x7 sin x11) —
m
T4
. . . Uy
(cos x7 sin zg sinx1; — sin x7 cos 1) —
m
T6
Ui
—g + (cos 7 cos xg) —
m
% = s (9.23)
R l
T1271001 — —T10wg + U2
1, I,
x10
Jr l
127810 + — 8wy + —u3
I, I,
12

l
1’101'8]3 + —U4q
I,

(Iy — 1) I, — Iz — L) I« = (L _Iy)
— b=, 3= —F—.
I 1, L.

Model quadrotora w przestrzeni stanu moze by¢ podzielony na dwa ze-
stawy rownan rézniczkowych, z ktérych jeden odnosi sie do dynamiki poto-
zenia, drugi obrotu. Zmienna wy jest postrzegane jako zaklécenie
i w symulacjach bedzie pomijana.

Stosujac do podanego modelu metode SDRE w jej klasycznej postaci,

przy czym I, =
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w przypadku problemu sterowania orientacja, wektor stanu jest postaci

X7
xg
Tg
— .24
Xe= (9.24)
T

L L12 ]

natomiast wektor sterowan

U2
uy — (us| . (925)
U4

Model w przestrzeni stanu, po parametryzacji SDC mozna okresli¢ nastepu-
jaco

0 0 0]

0 1 0 0 0 0] Lou oo

0 0 0 zi; 0 0 fév 0 o

X1 = 0 0 0 1 00 X1 + l uj. (926)

0 x12]2 0 0 0 0 0 T 0

0O 0 0 0 01 o o o
L 0 0 0 .1‘8[3 0 O_ l

0 0 —

L I, ]

Mozna zauwazy¢, ze macierz B jest macierza stala, tylko macierz A (xy)
jest zaleznag od stanu.

Stosujac podejscie proponowane przez autorke, dokonuje sie dekompo-
zycji macierzy A na sume dwoch- zaleznej i niezaleznej od stanu otrzymujac
tym samym model wlasciwy dla zmodyfikowanej metody wykorzystujacej
SDRE postaci
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T 010000 0O 0 0 0 00
000000 0 0 0 x12l; 0 0
| 000100 0 0 0 0 00
I 1 00000 o1t 0 2126l 0 0 0 0] ¢t
00000 1 0O 0 0 0 00
L 0000 0 0 L0 0 0 a3 0 0]
0 0 0]

I
Txoo
0 0 0
!
0 — o]
Iy
0 0 0
!
007
(9.27)

Macierze wag we wskazniku jakosci sterowania zaréwno w klasycznym,
jak i zmodyfikowanym przypadku metody sterowania przyjeto jak ponizej

Q=1[Toxg|, R =100 [Tsc]. (9.28)

Wartosci poszczegdlnych parametrow wykorzystanych podczas modelowania
obiektu dla przypadku sterowania z nieskonczonym horyzontem czasowym

Zmienna Warto$é Jednostka

g 9.81 92
S
m 0.5 kg
l 0.3 m
I, 0.0081 N
1, 0.0081 N
I, 0.0162 N
JRr 0.01 N

Tablica 9.4: Dane do symulacji quadrotora w $rodowisku MATLAB
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Stan poczatkowy dla quadrotora przyjety w symulacji

[7/47 [ rad ]
/2 rad
_|3m/4| | rad
X0 = 0 rad/s (929)
0 rad/s
L 0 ] [rad/s]

Podstawowe parametry czasowe przyjete w symulacji obejmuja:
czas symulacji 5s oraz krok czasowy 1-1073s.

Celem sterowania byla stabilizacja orientacji w zerze, czas wykonania
symulacji przedstawia ponizsza tabela.

Poréwnanie czaséw wykonania symulacji dla obu metod

klasyczna metoda SDRE 11.276407s
proponowana metoda SDRE 2.893052s

Tablica 9.5: Czasy wykonania symulacji

Zestawienie w Tab. 9.5 pozwala zaobserwowaé, ze czas wykonania sy-
mulacji sterowania dla nowej metody jest znaczaco krétszy niz w przypadku
klasycznego podejscia. Potwierdza to, ze dzieki modyfikacjom wprowadzo-
nym przez autorke, znaczaco zmniejsza si¢ naktad obliczeniowy, a takze czas
potrzebny na wykonanie zadania sterowania.
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T T

= KlasyczneSDRE

=@ KlasyczneSDRE

—1) KlasyczneSDRE

= =¢ PropozycjaSDRE
6 PropozycjaSDRE

— =) PorpozycjaSDRE

« [rad]

1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t[s]

Rysunek 9.6: Poréwnanie przebiegéw katéw

-0.2

0.4

w [rad/s]
s
(=2

-0.8 = KlasyczneSDRE H

8 KlasyczneSDRE

=1 KlasyczneSDRE

= = PropozycjaSDRE
9 PropozycjaSDRE

= =% PropozycjaSDRE
1 |

1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

t[s]

Rysunek 9.7: Poréwnanie przebiegéw predkosci
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——u_ KlasyczneSDRE
KlasyczneSDRE
KlasyczneSDRE
PropozycjaSDRE

1
=t
s U

- -u,

u,, PropozycjaSDRE[ |

3
- =U, PropozycjaSDRE

0.25 1 1 1 I 1 1 1 T T
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

t [s]

Rysunek 9.8: Poréwnanie przebiegéw sterowan

Wyniki symulacji przedstawiajace poréwnanie obu metod zawieraja
Rys. 9.6-9.8. W przypadku poréwnania katow jak i predkosci, wykresy
praktycznie pokrywaja sie. Analizujac przebiegi w sterowaniu widag,
ze nowo proponowana metoda zapewnia nie tylko zbieznos¢ asymptotyczna,
ale takze szybsze osiaganie wartosci zadanej. Rowniez w tym wypadku czas
wykonania obliczen jest korzystniejszy dla nowej metody i krétszy prawie
czterokrotnie.
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9.1.3 Sterowanie oscylatorem Van der Pola

W ponizszym rozdziale przedstawiono zastosowanie metod SDRE do
sterowania obiektem nieliniowym, ktérym jest tzw. Oscylator Van der Pola.
Zostal pierwotnie zaproponowany przez holenderskiego inzyniera elektryka
i fizyka Balthasara van der Pol. Odkryl on stabilne oscylacje, ktére pdz-
niej nazwal oscylacjami relaksacyjnymi i sg obecnie znane jako typ cyklu
granicznego w obwodach elektrycznych wykorzystujacych lampy prézniowe.
Roéwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, opisujace ten model jest postaci

2
ZTZ — (1 — x2)z—f +z =0, (9.30)
gdzie:

x - wspélrzedna potozenia, ktéra jest funkcja czasu

p - skalarny parametr definiujacy nieliniowosci i site tlumienia (w dal-
szych rozwazaniach parametr ten bedzie mial wartosé 1).

Rozpisujac powyzsze réwnanie w przestrzeni stanéw i przyjmujac jako

wektor stanu
i) x
otrzymuje si¢ model postaci

d T 0 1 I 0

— = ) .32
Po zastosowaniu dekompozycji macierzy A(x) na sume dwéch zaleznej
i niezaleznej od stanu, réwnanie (9.32) mozna przedstawi¢ nastepujaco

) =[5+l

Badanie algorytmdéw sterowania przeprowadzono dla warunkow poczat-
kowych z1(0) = 5,22(0) = 5, oraz nastepujacych macierzy wag

Q:lmoo 0]’ R [1]. S:lwoo 0]' (0.34)

0
1

I
Z2

+ 1| u (9.33)

0 1000 0 1000

Podstawowe parametry czasowe przyjete w symulacji obejmuja:
czas symulacji 5s oraz krok czasowy 1-1073s.

Wyniki przedstawione ponizej, poréwnuja klasyczna metode wykorzy-
stujaca SDRE ze zmodyfikowana proponowana przez autorke dla skonczo-
nego horyzontu czasowego.
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Poréwnanie czaséw wykonania symulacji dla obu metod

klasyczna metoda SDRE 460.749405s
proponowana metoda SDRE 438.624335s

Tablica 9.6: Czasy wykonania symulacji

W przypadku skonczonego horyzontu czasowego, réznica miedzy kla-
syczna metoda a proponowanym podejsciem jest mniejsza niz w przypadku
nieskoniczonego horyzontu czasowego. Wynika to z faktu, ze macierz K; (%)
jest zalezna od czasu i nalezy wyznaczac ja w kazdym kroku czasowym tak
jak w przypadku klasycznego podejscia. Jednak uniezaleznienie jej od stanu
uktadu, mimo wszystko pozwala zredukowaé obliczenia i skréci¢ czas wyko-
nywania symulacji.

T T T I I
1 KlasyczneSDRE
2 KlasyczneSDRE
== x1 PropozycjaSDREH
x2 PropozycjaSDRE

£ 0 T
il _ omm  wm e _mem
b

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3.5 4 4.5 5

t [s]

(2

Rysunek 9.9: Poréwnanie przebiegéw stanow
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200 T T T T T T T T T
100 [~ #~
' \
- i
o
S -100
3
-200 k-
-300 l-
-400 -
== ; KlasyczneSDRE
==y PropozycjaSDRE
500 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5

t [s]

Rysunek 9.10: Poréwnanie przebiegéw sterowan

Wyniki zestawione na Rys. 9.9 pokazuja, ze trajektorie stanu sa analo-
giczne dla obu metod. Sterowanie zaréwno w jednej, jak i drugiej metodzie
asymptotycznie zbiega do zera, co przedstawia Rys. 9.10, cho¢ mozna za-
uwazy¢ inny charakter stanow przejSciowych. Fakt, Ze przebiegi sterowan
réznia sie, podczas gdy trajektorie stanu sg niemalze identyczne, wynika
z matej wrazliwosdci uktadu zamknietego. Czas potrzebny do wykonania za-
dania sterowania w przypadku nowej metody jest krétszy o okoto 20 sekund,
czyli okoto 5%, co potwierdza zredukowanie naktadu obliczeniowego.
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9.1.4 Sterowanie aktuatorem liniowym

Rozdzial ten przedstawia zastosowanie metody sterowania SDRE, za-
rowno klasycznego jak i zmodyfikowanego podejscia, dla modelu aktuatora
liniowego. Urzadzenia te sg czesto wykorzystywanymi w automatyce prze-
mystowej. Przelaczany naped przenosi ruch obrotowy silnika na érube po-
ciagowg lub naped ze $rubg trapezowa. Przetwarzany jest ruch obrotowy na
liniowy. Charakteryzuja sie prostota wykonania, a takze sa tatwe w eksplo-
atacji bez uszczerbku na jakosci dzialania.

W symulacjach zamodelowano rzeczywisty obiekt marki Linak Actuator
typu LA36 [106].

Rysunek 9.11: Widok aktuatora liniowego

Model sitlownika opisuje system elektromechaniczny, ktérego rownanie
uwzgledniajace site tarcia dynamicznego jest postaci
ME(E) + Fpriclit) = F(1) (9.35)

gdzie:
M - ruchoma masa,
T - pozycja.
Sita generowana przez urzadzenie jest proporcjonalna do pradu

F(t) = kyi(t), (9.36)

gdzie ky > 0 jest stala. Nieliniowe tarcie statyczne wyrazone przy pomocy
modelu Stribecka jest nastepujace

Fpric(#) = (Fe + (Fp — Fo)e™®[i(t)|)sign(i(t)) + B(t) (9.37)
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gdzie:

F,, - maksymalne tarcie statyczne,

F, - tarcie Coulomba,

« - wspotezynnik ttumienia zalezny od serwomechanizmu,

B - wspdlezynnik lepkodci.
Dalej sign(i(t)) aproksymuje sie przez tanh(yi), gdzie v > 0 jest dostatecz-
nie duza stala.

Réwnanie obwodu elektrycznego silnika pradu statego, jest opisane przez
prad silnika, z uwzglednieniem rezystancji uzwojenia i indukcyjnosci, mozna
je wyrazié¢ nastepujaco

L‘“d(tt) + Ri(t) + koi(t) = u(®) (9.39)
gdzie:
L - indukcyjnoéé,
R - rezystancja,
kex(t) - sita przeciwelektromotoryczna.
Przedstawiajac rozwazany system elektromechaniczny w przestrzeni sta-
néw, otrzymuje sie

T L2

. k

x'Q = _F]f/*[ﬂ tagh('yxg) — %l‘z + Mfﬂig ) (9.39)
T3 —Fre — %Ig + %U

przy czym Fg,, = F. + (F,,, — F.)e”“|x(t)].
Wektor stanu opisuje pozycje, predkosé oraz prad, tj.

X
r = |Tg| = T . (940)
]

Stosujac nowa metode SDRE, macierz A (x) wyrazono przez sume dwéch
sktadnikéw. Wéwezas réwnanie (9.39) mozna przedstawié¢ nastepujaco

i 0 1 0 0 - 0 0 0
d2| = {0 —k% ’“MfR x+10 —tanh(yry) [z 0| X+ 0w (9.41)
3 0O -7 -1 0 0 0 I

91



ROZDZIAL 9. ZASTOSOWANIA METODY SDRE W STEROWANIU
WYBRANYCH UKLADOW

W badaniach symulacyjnych macierze wag przyjeto jako

000 1 0.1 0 11
Q=10 5 0|, R=5, S=]0 0 0]. (9.42)
00 R 110 0

Wartosci poszczegdlnych statych przyjetych podczas symulacji porow-
nawczej dla skonczonego horyzontu czasowego

Zmienna Wartosé Jednostka

F, 0.01 N
F, 0.005 N
a 2

I5] 14

M 0.25 kg
k¢ 0.02 N
ke 0.75 N
0% 100

R 9.75 Q
L 0.0024 H

Tablica 9.7: Parametry aktuatora liniowego

Stan poczatkowy dla aktuatora zatozony podczas symulacji wynosi

0.1 m
xo=|0 | |m/s]|. (9.43)
2.5 A

Podstawowe parametry czasowe przyjete w symulacji obejmuja: czas symu-
lacji 3s oraz krok czasowy 2 - 107°s.

Poréwnanie czaséw wykonania symulacji dla obu metod

klasyczna metoda SDRE 34.338622s
proponowana metoda SDRE 33.693131s

Tablica 9.8: Czasy wykonania symulacji

Tak jak w przypadku oscylatora Van der Pola, przy skonczonym hory-
zoncie czasowym, roznica miedzy klasyczna metoda a proponowanym po-
dejéciem jest mniejsza niz w rozwazanych przyktadach z nieskonczonym
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horyzontem czasowym.

Wynika to z faktu, ze macierz K (¢) jest zalezna od czasu i nalezy wyznaczaé
ja w kazdym kroku czasowym, tak jak w przypadku klasycznego podejscia.
Jednak uniezaleznienie jej od stanu ukladu, mimo wszystko pozwala zredu-
kowaé obliczenia i skrécié¢ czas wykonywania symulacji.

0.1

0.09 -

—x KlasyczneSDRE
= =x PropozycjaSDRE

.08} g
0.07f
0.06 |

Eoost

b3
0.04f
0.03f
0.02}

0.01

0 0.5 1 15 2 25 3
t[s]

Rysunek 9.12: Poréwnanie przebiegéw pozycji

0.01 T T T T
=—v KlasyczneSDRE
= =v PropozycjaSDRE

-0.01

-0.03

-0.04

-0.05

1 15 2 25 3
t[s]

Rysunek 9.13: Poréwnanie przebiegéw predkosci
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=i KlasyczneSDRE
= =i PropozycjaSDRE

i [A]

1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 2.5 3
t[s]

Rysunek 9.14: Poréwnanie przebiegéw pradéw
100 i . . . .

——u KlasyczneSDRE
80 = =u PropozycjaSDRE

60

u vl

20

1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3
t[s]

-40

Rysunek 9.15: Porownanie przebiegbéw sterowan

W kazdym z powyzszych przypadkéw przebiegi pokrywaja sie, zarowno
dla pozycji (Rys. 9.12), predkosci (Rys. 9.13), pradéw (Rys. 9.14) czy
sterowart (Rys. 9.15). Roznice sa pomijalne, za$ krétszy czas wykonania
symulacji o okoto 2%, mozna zatem stwierdzié, ze uzycie nowego podejécia
pozwala skrocié czas symulacji redukujac ztozonosé obliczeniowa zadania.
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9.1.5 Sterowanie robotem mobilnym

W tym rozdziale jako obiekt sterowania rozwazono dwukolowy robot
mobilny. Przyjeto, ze obiekt te posiada naped réznicowy i porusza sie
w przestrzeni kartezjanskiej we wspéirzednych XY. Model matematyczny
zostal zaczerpniety z [107]. Kat obrotu miedzy ukladem lokalnym robota
i globalnym oznaczono przez ¢(t), x.,y. to wspélrzedne srodka masy plat-
formy oddalone o odlegtos¢ d od osi kot. Wielkosé b jest szerokoécia robota,
r promieniem kota, a zmienne 6,., 0; sa katami obrotu odpowiednio prawego
i lewego kota, por. Rys 9.16.

v.A

Rysunek 9.16: Dwukotowy robot mobilny w uktadzie globalnym

Opisujac model robota, przyjeto nastepujace wspdéirzedne konfigura-
cyjne
Lc
qa= |Yc (9.44)
2

Réwnanie dynamiki obiektu w ruchu plaskim (przyjeto, ze energia po-
tencjalna nie zmienia si¢) mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb

M4 + C(q(t), a(t))a = E(a)T(t) — AT (a(t))A(1) (9.45)

gdzie:
M - macierz mas i bezwladnosci,
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C(q(t),q(t)) - macierz sil odsrodkowych i Coriolisa,

T(t) = [1.(t), 71(t)]T - wektor momentéw wejéciowych,

A(q(t)) - macierz ograniczen fazowych,

A(t) - mnoznik Lagrange’a,

E(q) - macierz wejscia.

Macierz A opisuje ograniczenia nalozone na ruch robota. Przyjeto na-
stepujace ograniczenia: ruch poprzeczny (wzdléz osi kol) jest zabroniony
oraz nie wystepuje poslizg wzdlézny (w plaszczyznie koét).

Zakladajac, ze d = 0 (co oznacza, ze odleglosc miedzy osiami kél, a srodkiem
masy jest réwna 0) ograniczenia te opisane sg przez nastepujace 3 réwnania

[108]:

Ye(t) cos p(t) — @c(t) sinp(t) = 0, (9.46)
de(t) cos o(t) 4 ge(t) sin o(t) 4+ bp(t) = r6,.(t), (9.47)
ic(t) cos p(t) + Pe(t) sin p(t) — bp(t) = r6;(t). (9.48)

Dwa z trzech ograniczen sg nieholonomiczne. Odejmujac od siebie zaleznoéci
(9.47) i (9.48) otrzymuje sie

gO(t) _ r(e’/‘(t)Qg 91(t>) ) (949)

Nastepnie calkujac uzyskuje sie

r(0,.(t) — Gl t
oty = GO0 o (9.50)
2b
Istnieje zatem geometryczna zaleznos¢ pomiedzy orientacja ¢ a katami 6,
i 0;. Opisuje ona ograniczenie holonomiczne. Pozostawiajac pierwsze (9.46)
ograniczenie a dodajac do siebie dwa ostatnie (9.47,9.48), uzyskuje sie dwa

nieholonomiczne ograniczenia

Ye(t) cos p(t) — x.(t) sinp(t) = 0,

r(0,(t) + 6,(t)) (9.51)

Zc(t) cos p(t) + ye(t) sin p(t) — ) =0.

Ograniczenia (9.51) mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie Pfaffa

Te
—sing(t) cosp(t) 0 0] |y,
Ala) = —cosp(t) —sinp(t) rr Orc =0 (9-52)
2 2 Fi
le
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Z uwagi na przyjeta definicje zmiennych konfiguracyjnych w (9.44), ograni-
czenie poslizgu wzdluznego két w (9.52) nie bedzie rozpatrywane. Rozwa-
zone zostanie tylko ograniczenie po$lizgu poprzecznego, ktére mozna zdefi-
niowa¢ jako A(q)q = 0, gdzie

A(q) = [— sin(yp) cos(g@)()} . (9.53)

Dalej, mozna wykazaé, ze liniowo niezalezne kolumny nastepujacej macierzy
S e R3%2
cosp(t) 0
S(q(t)) = |sine(t) Of, (9-54)
0 1

rozpinaja przestrzen zerowa macierzy A, tj. A(q(t))S(q(t)) = 0.
Stad mozna zdefiniowaé¢ nastepujace réwnanie kinematyki

q = S(q)u. (9.55)

gdzie u jest wejéciem predkodciowym.

Réwnanie dynamiki (9.45) przedstawia sie w postaci zredukowanej za-
ktadajac, ze wiezy kinematyczne sg spelnione tozsamosciowo. Mnozac lewo-
stronnie obie strony zaleznosci (9.45), otrzymuje sie

ST (a(t))Mq(t) +S™(a(t))Cla(t). a(t) = ST (a)E(a)T- (9.56)
W tym przykladzie zaklada sie diagonalna posta¢ macierzy mas, tj.
m

0
M=|0 m (9.57)
0 0

~N o O

gdzie:

m - masa robota,

I - moment bezwladnoéci robota.
Ze wzgledu na umieszczenie Srodka masy w srodku geometrycznym robota
C(q) = 0. Z kolei macierz wejscia E(q) jest opisana nastepujaco

% cos(p) % cos(yp)
B(a) = | T sin(p) sin(g) (9.59)
b b
2 o
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W tym przyktadzie skupiono sie na problemie éledzenia trajektorii, dla-
tego na poczatek nalezy zdefiniowaé blad sledzenia [109]

(% Ty — X
€= ey = Y — Y = qr —q, (959)
€ Pd — ¢

gdzie q, oznacza trajektorie referencyjna.
Rézniczkujac po czasie e, definiuje si¢ dynamike bledu $ledzenia trajektorii

cos(pr)ur1 — cos(p)ug
e=q, —q=S(or)u, — S(p)u = |sin(e,)uy; —sin(p)ug | . (9.60)
Upg — U2

Ze wzgledu na silna nieliniowo$é réwnania (9.60), blad Sledzenia trajek-
torii wyraza sie w lokalnym uktadzie wspélrzednych robota, co przedstawia
ponizszy wzor

cos(p) —sin(p) 0
é =Pl (pe, P(¢) = |sin(¢) cos(e) 0. (9.61)
0 0 1

Roézniczkujac (9.61) otrzymuje sie nastepujaca dynamike bledu pomocni-
czego

T ) AN )

P (ple+PT(p)e=P (p)e+ Pl (pe. (9.62)

Uwzgledniajac (9.60) oraz wyznaczajac iloczyn macierzy

€

10
PY(p)S(p) = |0 0], (9-63)
0 1
7 0 1 0
P (pP=|-1 0 0], (9.64)
0 00
coses O
P'(0)S(p,) = |sinéz Of, (9.65)
0 1
réwnanie (9.62) mozna zapisa¢ w postaci
' 0 10 cos(és) O 10
e=|—1 0 0|uge+ |sin(éz) Olu,— |0 O|u (9.66)
0 00 0 1 0 1
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lub
‘ 0  wu 0 cos(éz) 0 10
e=|—uy 0 sinc(és)u,| e+ 0 0| u.— [0 Of u, (9.67)
0 O 0 0 1 0 1
. . - Sin(ég)
przy czym funkcja sinc(és) = — .
€3

Wprowadzajac dodatkowy wektor

W — [wll _ [url cos(€s) — ull (9.68)

w2 Ur2 — U2

otrzymuje sie model uktadu sterowalnego w otoczeniu w = 0 dla u,q # 0
w nastepujacej formie

0 Ur2 — W2 1 0
€= |wy —um 0 sinc(és)uy1| €4 [0 0] w. (9.69)
0 0 0 0 1

Aby wprowadzi¢ wejSciowy kompensator dynamiczny, przedstawiony
w rozdziale 3, kiedy sterowanie w staje sie nowym stanem, nalezy wyznaczy¢
pochodna wektora w. Uwzgledniajac dynamike robota mobilnego przedsta-
wiona we wzorze (9.45) uzyskuje sie

W = [COS(()&Q’) ﬂ u, + [_“’”18(1)“6@3)] wy — 1, (9.70)

W tym przykladzie, rozwazany jest przypadek szczegdlny, kiedy to wek-
tor sil Coriolisa jest réwny 0, co upraszcza réwnanie (9.45) do postaci

u=M 'Er. (9.71)

Stosujac powyzsza zalezno$¢, mozliwe jest doprowadzenie réownania (9.70)
do postaci

—uyp8inc(€s)

W = wil, + 0

] Wy — M 'Er
(9.72)

= l‘““smc(%) wy + M™E (—r + E*lelur) .

N 0

99



ROZDZIAL 9. ZASTOSOWANIA METODY SDRE W STEROWANIU
WYBRANYCH UKLADOW

System z uwzglednieniem wejsciowego kompensatora dynamicznego, gdzie

n= mozna wyrazi¢ w sposéb
0 Upy — W9 0 1 0
Wy — Upo 0 upisinc(ég) 0 0
N = 0 0 0 0 1 n+ M EF.
0 0 0 0 —uysin(és)
0 0 0 0 0
(9.73)
gdzie:
F = —7+ E"'Muw; 1. Majac powyzsza postaé¢ uktadu, mozna dokonaé

dekompozycji macierzy A wyznaczajac z niej sume dwdch macierzy, zaleznej
oraz niezaleznej od stanu

00 0 10
00 w1 0O
n=10 0 0 0 1|n
00 0 00O
00 0 00O
0 Upro — W2 0 1 0
Wy — Upy 0 ur1(—1 +sinc(és)) 0 0
+ 0 0 0 0 1 n+ M ET.
0 0 0 0 —uysin(és)
0 0 0 0 0
(9.74)
W badaniach symulacyjnych macierze Q i R przyjeto jako
6 00 0 O
06 0 0 O 50
Q=10 0 3 0 O R = [0 51 . (9.75)
00 0 30 O
00 0 0 30

Wartosci poszczegdlnych parametréw wykorzystanych podczas modelo-
wania obiektu dla nieskoniczonego horyzontu czasowego zestawiono w poniz-
szej tabeli
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Zmienna Wartosé Jednostka

d 0 m
T 0.05 m
b 0.245 m
m 1 kg
I 0.01 kgm?

Tablica 9.9: Parametry robota mobilnego

Stan poczatkowy dla robota mobilnego rozwazony podczas symulacji

1 m
2 m
xo= |1 |rad]| . (9.76)
0| |Nm
0| [Nm
. . . . 2w
Trajektoria zadana to krzywa Lissajous o parametrach x, = r sm(ﬁ),
2 2
Y = rmsin(l), gdzie r = R, cos(—ﬂt) + Ry, R, = 0,Ryp = 2,k = 1. Pod-

20 10
stawowe parametry czasowe przyjete w symulacji obejmuja: czas symulacji

20s oraz krok czasowy 1-107%s.

Poréwnanie czaséw wykonania symulacji dla obu metod

klasyczna metoda SDRE 217.019218s
proponowana metoda SDRE 49.531248s

Tablica 9.10: Czasy wykonania symulacji

Poréwnanie czasow wykonania zadania sterowania dla klasycznej i pro-
ponowanej metody SDRE, przedstawione powyzej dowodzi, ze wprowadze-
nie zmian w strukturze macierzy kompensatora w sprzezeniu zwrotnym,

a takze linearyzacja, pozwala zmniejszy¢ zlozono$é obliczeniowa i znaczaco
skrocié czas symulacji.
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—— &1 KlasyczneSDRE
— - &1 PropozycjaSDRE] |
—— £2 KlasyczneSDRE
— = £2 PropozycjaSDRE| |
€3 KlasyczneSDRE
€3 PropozycjaSDRE
T T

2.5 1 1 1 1 1 1 1
10 12 14 16 18 20
t[s]

Rysunek 9.17: Poréwnanie przebiegéw bledéw $ledzenia trajektorii w ukta-
dzie lokalnym

u [m(rad)/s]

2 —u, KlasyczneSDRE | |
- =u, PropozycjaSDRE
3k —u, KlasyczneSDRE [
- =u, PropozycjaSDRE
3 T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t [s]

Rysunek 9.18: Poréwnanie przebiegéw predkosci
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3 T T T T T T T T T
—w1 KlasyczneSDRE
= =w1 PropozycjaSDRE
25F ——w2 KlasyczneSDRE [
= =w2 PropozycjaSDRE
2 -
w
=15 -
°
<
=
£ 1 -
=
0.5 -
0 \
0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]
Rysunek 9.19: Poréwnanie przebiegdéw btedéw predkosci
0.25 T T T T T T T T T
—T KlasyczneSDRE
02k - =7 PropozycjaSDRE | |
— T KlasyczneSDRE
015k - =Ty PropozycjaSDRE | |
£
=,
o
0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t[s]

Rysunek 9.20: Poréwnanie przebiegdw momentéw wejéciowych
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3 T T T

——trajektoria pozycji KlasyczneSDRE
25 = =trajektoria pozycji PropozycjaSDRE b
trajektoria zadana

0 2.5
x [m]

Rysunek 9.21: Poréwnanie trajektorii

Przebiegi przedstawione na powyzszych rysunkach praktycznie sie¢ po-
krywaja. Bledy zbiegaja do zera, za$ trajektoria jest dobrze odwzorowana.
Czas wykonania zadania dla zmodyfikowanej metody jest ponad cztery razy
krotszy, co sprawia ze metoda ta jest znacznie mniej wymagajaca oblicze-
niowo od klasycznego podejscia.
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9.1.6 Sterowanie manipulatorem

Ponizszy rozdzial dotyczy zastosowania sterowania SDRE w przypadku
manipulatora. W ponizszym przykladzie przedstawiono manipulator o sztyw-
nych ztaczach i 6 stopniach swobody, przy czym rozwazone zadanie uwzgled-
nia tylko 3 stopnie swobody [102, 110]. Ponizej przedstawiono schemat dla
manipulatora o sztywnych n-zlaczach.

d; '
T .\\
. G- e"

AZ 92
Y X 8

7SS S

Rysunek 9.22: Schemat ogdlny dla manipulatora o n-zlaczach

W celu zdefiniowania kinematyki manipulatora skorzystano ze zmody-
fikowanej notacji Denavita-Hartenberga (ZDH) w celu okreslenia polozen
i orientacji poszczegdlnych ztacz, por. Tab. 9.12

Zl@cze 01 a1 A1 dz
1 a 0 0  0.698
m T
©2-5 T3 G-l 0
3 a3 0 0125 0
4 0 0 0.248 0

Tablica 9.11: Parametry zlaczy dla kolejnych stopni swobody
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W Tab. 9.12 okredlono wartoéci parametréw wymaganych do wyzna-
czenia réwnania dynamiki uktadu z uzyciem metody Lagrange’a.

Zlacze Masalke] Wspél. ér. masy zlacza [m] Mom. bezwl. zlacza [N]

Cx Cy Oz Imc Iyy Izz
1 12.55 0 0 -0.344 0.55 0.55 0.016
2 3.39 0.033 0 0 0.022 0.044 0.038
3 6.36 0.091 0 0 0.019 0.11 0.107

Tablica 9.12: Zmodyfikowana notacja Denavita- Hartenberga dla 3 stopni
swobody

Przyjeto, ze kazde ze zlaczy robota reprezentowane jest przez jednolite
walcowe bryly wykonane z aluminium i na tej podstawie dokonano przy-
blizonych obliczenn masy i momentéw bezwladnosci. Dla ¢ = g2 = g3 =0
ramie robota z efektorem ustawione jest pionowo w gére.

Rysunek 9.23: Zbiér punktéw do estymacji masy

Model dynamiki jest nastepujacej postaci

M(q)q + C(q,q)q +g(q) = u (9.77)

gdzie:
M(q) € R**3 - macierz bezwladnodci,
C(q,q) € R**3 - macierz sit odérodkowych i Coriolisa,
g(q) € R? - wektor sil grawitacji,
u € R? - wektor sterowari.
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Wektor stanu okreélono nastepujaco

|
(AR
)
)

przy czym x; reprezentuje polozenia katowe przegubdéw robota, zas xs okre-
sla ich predkosci.

Majac powyzsze na uwadze, dynamika (9.77) moze by¢ wyrazona za
pomocg nastepujacych réwnan stanu

X1 = X9
{).{2 = —M(Xl)*lc(x17X2)X2 + M(Xl)ilu . M(X1)71g(x1). (9.79)

Stosujac ponizsze podstawienie

{F(Xl,XQ) = —M(Xl)ilc(xlyxﬂ ‘

G(x1) = —M(xy) (9.80)

do (9.79) uzyskuje sie

X] = Xo
{5(2 =F(x)x2 + G(x1)(u—g(x1)) (9.81)

Stosujac wymagang przy metodzie SDRE parametryzacje SDC otrzy-
muje sie system w nastepujacej postaci

x = F(x)x + G(x)u, (9.82)
gdzie
Fx) = lgiii ;,3&3)] . Gx) = l g?’&?’)] (9.83)

Wprowadzajac wejéciowy kompensator dynamiczny przedstawiony w roz-
dziale 3, w ukladzie sygnal sterujacy u staje si¢ nowym stanem zas$ v no-
wym sterowaniem. Wprowadzenie tego kompensatora do uktadu, pozwala
na uniezaleznienie od stanu macierz sterowan.

Macierze Q i R przyjeto jako

Q=3 [I9x9] , R=1- [ng3} : (9.84)
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Wartosci poszczegdlnych parametrow wykorzystanych podczas modelo-
wania obiektu dla nieskonczonego horyzontu czasowego umieszczono
w tabeli

Zmienna Wartosé Jednostka

mi,mo, M3 2462, 167, 4.73 kg

Ky, Ko, K3 850, 1200, 500 Nm/rad
Ji,Jo, J3 0.85, 0.85, 0.005 kgm?
w1, W, W3 1.32, 0.73, 0.9 rad/s
T1,T2, T3 114, 328.2, 40.4 Nm

Tablica 9.13: Parametry manipulatora

Stan poczatkowy manipulatora zalozony podczas symulacji wynosi

[0.57 [ rad

w/2| | rad

m/2| | rad
0 rad/s

xp= 1|0 rad/s| . (9.85)

0 rad/s
0 Nm
0 Nm

| 0 | | Nm |

Parametry dotyczace czasu wykonania zadania to odpowiednio czas sy-
mulacji 15s oraz krok czasowy 5 - 1073s.

Poréwnanie czaséw wykonania symulacji dla obu metod

klasyczna metoda SDRE 2.9340s
proponowana metoda SDRE 0.3997s

Tablica 9.14: Czasy wykonania symulacji

Poréwnanie czaséw wykonania zadania sterowania dla klasycznej i pro-
ponowanej metody SDRE, przedstawione powyzej dowodzi, ze wprowadze-
nie zmian w strukturze macierzy kompensatora w sprzezeniu zwrotnym,

a takze linearyzacja, pozwala zmniejszy¢ ztozonosé obliczeniowa i znaczaco
skrécié czas symulacji o ponad 80%.
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0.4

== = = U1l KlasyczneSDRE
= = = U2 KlasyczneSDRE
u3 KlasyczneSDRE
e U1 Propozyc|aSDRE
s U2 PropozycjaSDRE
u3 PropozycjaSDRE

t Es]

12 14

Rysunek 9.24: Poréwnanie przebiegéw standw

= = = x4 KlasycznheSDRE
= = = x5 KlasyczneSDRE
x6 KlasyczneSDRE

e x4 PropozycjaSDRE |

s X5 PropozycjaSDRE

X6 PropozycjaSDRE ||

Xp[rad\s]
T

08 L L L L 1 L L

t[s]

Rysunek 9.25: Poréwnanie przebiegéw predkosci

== = = V1KlasyczneSDRE
== = = v2KlasyczneSDRE

v3 KlasyczneSDRE [
) s V| Propozyc]JaSDRE ||
e V2 PropozycjaSDRE
v3 PropozycjaSDRE ||

25

% I I 1 1 1 T

t Es]

Rysunek 9.26: Porownanie przebiegéw sterowan

Wyniki symulacji przedstawiajace poréwnanie obu metod zawieraja po-
wyzsze rysunki. Zaréwno, jesli chodzi o poréwnanie przebiegéw standow
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(Rys. 9.78), predkosci (Rys. 9.25), czy sterowan (Rys. 9.26), mierzone
wartosci zbiegaja do zera wykazujac drobne réznice w poszczegdlnych prze-
biegach. Uzysk widoczny w czasie wykonania sterowania, jest ponad sied-
miokrotnie mniejszy, co po raz kolejny potwierdza, ze metoda zmodyfiko-
wana wymaga znacznie mniejszego naktadu obliczeniowego, nie pogarszajac
jakosci sterowania.
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Rozdziat 10

Podsumowanie 1 wnioski

Celem pracy byta analiza ogdlnie znanej metody sterowania suboptymal-
nego SDRE dla ukladéw nieliniowych oraz modyfikacja tej metody, ktora
polegata na wprowadzeniu zmian w nieliniowym zapisie uktadu sterowania,
a w szczegbdlnosci w strukturze kompensatora w sprzezeniu zwrotnym.
Linearyzacja uktadu zamknietego pozwolita na redukcje réwnania Ricca-
tiego, ktérego rozwigzaniem sg wspolczynniki macierzy kompensatora,

a tym samym na zmniejszenie naktadu i czasu obliczenn samego réwnania.

Postawiona na poczatku teza zostala potwierdzona zaréwno poprzez
dowody teoretyczne, jak i symulacje komputerowe wykorzystujace szes¢ roz-
nych modeli nieliniowych obiektéw: silnika krokowego, quadrotora, aktu-
atora o jednym stopniu swobody, oscylatora Van der Pola, robota mobilnego
i manipulatora.

Wykorzystanie pseudoinwersji Moore’a-Penrose’a do linearyzacji row-
nan stanu uktadu zamknietego w proponowanej metodzie SDRE dato moz-
liwoéé¢ poprawy efektywnoéci algorytmu wyznaczania sterowania subopty-
malnego. Zaproponowano parametryzacje SDC, a takze wejsciowy kom-
pensator dynamiczny pozwalajacy na przejécie z systeméw nieafinicznych
do afinicznych umozliwiajace stosowanie badanej metody. Opracowano do-
wody stabilnosdci dla proponowanego podejscia. Przedstawione rozwazania
dotyczace zarowno klasycznej metody SDRE, jak i nowej propozycji oraz
sformutowane dowody stabilnosci dotycza zagadnien sterowania ze skonczo-
nym jak i z nieskoriczonym horyzontem czasowym.

W przypadku nieskonczonego horyzontu czasowego dowiedziono,
ze istnieje mozliwo$¢ redukcji naktadu obliczeniowego w celu znalezienia roz-
wigzania rownania Riccatiego, sprowadzajac je do jednorazowego obliczenia
macierzy wzmocnienn w calym procesie sterowania.
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Dla sterowania ze skonczonym horyzontem czasowym, rozwigzanie réw-
nania Riccatiego obliczane jest dla czasowo zaleznych wzmocnienn kompen-
satora w sprzezeniu zwrotnym — tak jak w zagadnieniach sterowania opty-
malnego LQR.

Badania wykazaly, ze mozliwe jest uniezaleznienie od stanu réwnania
Riccatiego zaréwno w przypadku ze skoniczonym, jak i nieskoriczonym hory-
zontem czasowym, a takze sprowadzenie rozwigzania nieliniowego problemu
sterowania do rozwigzania problemu LQR. Wyznaczono nowe warunki sub-
optymalnoéci rozwiazania, wprowadzono dwa nowe kompensatory w sprze-
zeniu zwrotnym, a takze przedstawiono analize stabilnodci asymptotyczne;j
lokalnej oraz globalnej. Wszystko to w konsekwencji pozwolilo uprosci¢
proces wyznaczania rozwiazania, zmniejszy¢ naktad obliczeniowy i znaczaco
zmniejszy¢ czas wykonywania operacji. Réznice dotyczace dtugosci wykony-
wanych symulacji proceséw sterowania widoczne sa zaréwno w problemach
skonczonego, jak i nieskonczonego horyzontu czasowego.

Wyniki uzyskane podczas procesu symulacji pozwalaja stwierdzié,
ze opracowana metoda dzieki maltej wrazliwodci pozwala na uzyskanie prawie
identycznych wynikéw jak metoda klasyczna. Podczas badan zauwazono,
ze istotne dla procesu sterowania jest odpowiednie dobranie macierzy wag,
najlepiej zgodnie z fizyka zjawisk, co lezy w gestii projektanta. Najwiek-
szym problemem podczas procesu symulacji okazal sie dobér odpowiedniej
parametryzacji zapewniajacy mozliwosé sterowania uktadem. Na podstawie
analizy przypadkéw odnotowano maksymalnie ponad o$miokrotng redukcje
ztozonosci obliczeniowej i skrocenie czasu symulacji. Powyzsze wnioski po-
twierdzajg prawdziwos¢ tezy postawionej na poczatku rozprawy.

Istnieja dalsze mozliwosci rozwoju i kolejnych badan, ktére moga doty-
czy¢ sprawdzenia wynikéw mozliwych do uzyskania, gdy macierz sterowan
jest zalezna od stanu. Do tej pory, tak jak w dostepnej literaturze na temat
praktycznych zastosowan metody skupiano sie tylko na macierzy o statych
wspbélezynnikach. Wydaje sie, ze rozwazanie mozliwych modyfikacji metody
dla macierzy wejscia zaleznej od stanu moze doprowadzi¢ do zaproponowania
jeszcze bardziej uniwersalnej metody. Mozliwe jest takze przeprowadzenie
eksperymentalnej weryfikacji algorytmu wykorzystujac rzeczywiste uklady
sterowania takie jak, np. dron czy dwukotowy robot mobilny.

Przedstawiona praca nie wyczerpuje mozliwych badan nad przyspie-
szeniem metody sterowania SDRE czy poprawa jej efektywnosci. Stanowi
jednak, zdaniem autorki, istotny material badawczy pokazujacy mozliwosci
uproszczenia metody pod katem implementacji i naktadu obliczeniowego
w systemach rzeczywistych.
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